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CHAPITRE L 

DES QUESTIONS DE GÉOMÉTRIE PLANE QUI DÉPENDENT 
DES INFLNIMENT PETITS DU PREMIER ORDRE. 



I. — Préliminaires. 

Conformément au \ règles que nous avons suivies jusqu'Ici, 
nous dirons qu'un point mobile est à Tinfini, quand ce point 
sera susceptible de s'éloigner indéfiniment. 

Deux lignes fixes ne se coupent jamais à Tinfini, à pro- 
prement parler; deux courbes ne peuvent se rencontrer à l'in- 
fini qu'autant qu'on les considère comme limites de courbes 
variables. 

Considérons deux courbes représentées par les équations 

des degrés respectifs m et /i. S'il n'existe aucune relation 
L — Traité d* Analyse, II. i 
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entre les coefficients de çe^s'c^rbes, elles se couperont en mn 
points réels ou imagimirés. Pour des valeurs particulières 
des coefficients dtf !ç'*et ^, certains points d'intersection 
auront pu dispar^hcô, et, si Ton fait tendre les coefficients 
vers ces valeurs particulières, on voit les points qui vont dis- 
paraître y^fcjgfher indéfiniment; on peut donc dire que les 
points J(^ir<oht disparu sont à Tinfini, et que deux courbes de 

degi^^fil et n se coupent toujours en mn points, en comptant 

• • • 

^fctfi'qui sont à V infini. 



II. — Coordonnées homogènes. 



Ily a souvent un immense avantage à représenter les coor- 



^«»r 



e 



données d'un point, non plus par x et jk» mais par - et ^« D 

cette façon, les équations des courbes deviennent homogènes 
en Xy JK> -5, et il est facile de repasser de ces coordonnées 
homogènes aux coordonnées ordinaires; il suffit pour cela de 
supposer 5 = i. Nous aurons plusieurs fois l'occasion d'ap- 
précier Futilité de ces coordonnées. 

Pour le moment, nous observerons que le changemenl de 

X ety en — et ^ n'altère pas le degré d'une courbe algébrique 

après l'évanouissementdes dénominateurs. Ainsi, parexemple, 
la droite représentée par 

ax -^ 6^ H- c = o, 

après le changement de j: et jk en - et ^ » prend pour équation 

ax by 

h -^ -i- c = o, 

z z 

ou 

(r) ax -\-hy -\- cz — o. 

Quand on suppose que le z d'un point tend vers zéro, ce point 
se transporte à l'infini, si l'on suppose, comme on le fait ton- 
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jours, que ar, >', z restent finis; l'équation z = o convient 
donc à tous les points situés à Tinfini. 

Si l'on convient de dire que l'équation (i) représente tou- 
jours une droite, quels que soient a, 6, c, réels, imaginaires, 
nuls ou difTérents de zéro, cz .= o ou 5 = représentera une 
Jroite ayant tous les points à Tinfîni; c'est ce que l'on appelle 
la droite de Vinjini, 

Quand tous les points d'une courbe de degré m se sont 
transportés à l'infini, l'équation de cette courbe prend la 
{(>rnttec^"*= o; elle doit alors être considérée comme réduite 
'A m droites confondues et transportées à l'infini. 

Lies points à l'infini sur une courbe s'obtiendront en faisant 

irzzodans Téquation rendue homogène de cette courbe; on 

<Vira alors qu'on Ta coupée par la droite de V infini. 
Par exemple, la courbe du second degré 

Ax*-^ A>*-+- A"^*— i^YZ - 7.^'xz -•'- iB'xy = o, 

4'Oupée par la droite de l'infini :; = o, fournit les points don- 
nés par les équations 

z — o et Xx^-i- ^h'xy ■+- k'y^ = o. 
1^ dernière de ces équations fournit les directions — dans 

' X 

'«•squelles les points s'éloignent sur la courbe; si cette équa- 
tion a une solution double en - ? deux points à l'infini doivent 
*^lre considérés comme con/onduSy et l'on a 

B'î-A'A-o; 

la courbe est une parabole. On peut donc dire que la para- 
bole touche la droite de l'infini, et que toute courbe du 
!>econd degré qui touche la droite de l'infini est une parabole. 
On sait que l'ensemble des termes de degré le plus élevé 
dans une équation, égalé à zéro, représente le faisceau des 
directions asymptotiques. D'après ce que nous venons de 
wiir, le faisceau des directions asymptotiques coupe la droite 
de rinfini aux mêmes points que la courbe elle-même. Les 
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droites asympto tiques sont, si l'on veut, des droites rencon- 
trant la courbe en un point à Finfini. 

Il était bon, je crois, de rappeler ces principes, à cause i\t' 
leur grande importance. 



III. — Sur les tangentes aux courbes planes. 

La tangente à une courbe en un point M est, comme Ton 
sait, la limite vers laquelle converge une sécante passant par 
le point M, quand un second point d'intersection tend à se 
confondre avec le point M. Rapportons {/tg- i) la courbe à 




deux axes Oxj O^'; si l'on considère la sécante MM' et les 
coordonnées OP = x, PM =zy du point M, les coordonné<»s 
OV et P'M' du point M' pourront être représentées par 
X -^ ^x et y •+- A)', et l'on aura 

(i) NM'=A7, PP'=MN = Aa'. 

Le coefficient an&rulaire de la sécante MM' sera .,V = /- ; 

ce coefficient tend vers la limite y=z-^, quand A.r tond 

vers zéro, c'est-à-dire quand le point M' se rapproche de M. 
Ainsi le coejjicient angulaire de la tangente à une courbr 
est la dérivée de V ordonnée du point de contact considérre 
comme fonction de V abscisse. 

Soit MK la tangente en M (et cette tangente n'existera 



à 
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que si -y- lui-même existe), soit K le point où elle rencontre 
rordonnée PM'; on aura 

ou bien 

(2) NK = ^.y =y dx = dy. 

Ainsi la longueur NK est la représentation géométrique de 
la valeur de la différentielle dy. La longueur M'K, différence 
entre A^ = NM' et rf^ = NK, est donc du second ordre, et 
il en sera de même de la distance du point M' à la tangente MK. 
a fortiori; donc 

La distance dhin point dUine courbe à la tangente 
menée par le point infiniment voisin est du second ordre. 

lY. — Équations diverses de la tangente. 

L^équalion de la tangente à une courbe en un point donné 
de la courbe est facile à écrire, quand l'ordonnée de ce point 
est connue en fonction de Tabscisse, puisque Ton connaît 
son coefficient angulaire. On peut d'ailleurs la trouver direc- 
tement comme il suit. Soient x^ y les coordonnées du point 
de contact M; x ^i- ^x^ y -\- ^y ceux d'un point voisin M' 
pris sur la courbe ; en appelant X et Y les coordonnées cou- 
rantes, l'équation de la sécante MM' sera 

Y-^ = (X-x)g, 

et, quand M' se confond avec M, 

0, Y-^ = (X-x)g: 

c'est l'équation de la tangente. Quand^ et x sont donnés en 
fonction d'un paramètre /, on désigne par ^ et x' les dérivées 
de X ei y relatives à /, et l'on a 

dx x' dt x' ' 
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la formule (i) devient alors 

ou encore 

(2) (Y — y)dx — {^\ — x)dy = o. 

Quand œ et y sont liés entre eux par une relation de la 
forme 

(3) /i^, r' = o, 

on a 

dx ft 

f\ et/2 désignant, pour abréger, ^, y; Féquation (1) devient 
alors, en remplaçant ~ par cette valeur, 

(4) (Y-7)/,-4-(X-j-)/, = o. 

Nous indiquerons encore un autre moyen de parvenir à cellr 
équation : la formule (3) diflcrentiéc donne 

f\dx-\-f^dy ^o. 

et fait connaître ^> ou des quantités proportionnelles à cLv. 

dy\ si donc on porte les quantités f^ et — j\ dans (a) à la 
place de dx et dy^ on trouve la formule (4). Cette méthodr 
a Pavantage de faire connaître les tangentes en M quand la 
courbe en a plusieurs ou quand /< et /a sont nuls, ce qui re- 
vient au même, comme on le verra plus tard. 

Sieneflet/i et/2 étaient nuls, en diflcrentiant deuxfois(3), 
on aurait 

fid'^x-\-ftd^y -^fndx^ -H %f^^dxdy -^fndy^ = o, 

fu.UJ.. désignant -^,^,-^, 

ou 

fndx^-^-i^fixdxdy-^f^^dy'^ = 0. 
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En éliminant dx^ dy au moyen de (2), on a Téquation des 
tangentes 

/„(X .r)«-HViï(-^ -^)(Y-7)--/„(Y-^)« = o. 

Enfin Téquation de la tangente est encore susceptible d'une 
forme élégante dont nous aurons à faire souvent usage, et que 
nous allons faire connaître. 

Si l'on rend l'équation (3) homogène par l'introduction 
de la variable z que l'on prendra égale à i , après les diflTc- 
rentiations, on aura 

(5) fnf-^xfx-^yft — zf^, 

fi désignant la dérivée -— et m le degré de l'homogénéité ; or 
l'équation (4) peut s'écrire 

et, en observant que pour un point {x^y) pris sur la courbe 
le premier membre de (5) est nul, on a 

et par suite (6) devient, en observant que Z = 5 = i . 

équation très simple et très symétrique. 

V. — Quelcpies mots sur les points singuliers. 

Un point singulier d'une courbe est un point pour lequel, 
Vy étant considéré comme fonction de l'a;, A/ n'est pas déve- 
loppable par la formule de Taylor. Nous ferons plus loin la 
théorie complète de ces points; pour le moment nous nous 
bornerons aux indications suivantes. 

Les points d^ arrêt sont ceux où la courbe subit un arrêt 
dans sa marche : y = (logx)~* a un point d'arrêt à l'origine. 

Les points anguleux sont ceux où ~~ est discontinu. 
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Les points isolés sont ceux pour lesquels y a une valeur 
réelle, mais autour desquels^ cesse d'être réel : ainsi 

r' -\- x'^ — x'^y^ = o 

présente un point isolé à l'origine. 

Les points multiples sont ceux par lesquels il passe plu- 
sieurs branches de courbe: xy -\' x^ — >*' = o a un point 
double à l'origine; xy{x -\'y)=: Oy qui représente trois 
droites, a un point triple à l'origine, etc. 

Les points de rebroussement sont des points où deux 

2 

branches de courbe se touchent : ^' = a;^ a un rebroussement 
à l'origine. 

Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4- 







A 





/ 
A est un point d'arrêt. A est un point isolé. A est un point anguleux. 

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7. 

!' / 

A est un point double. A est un point triple. A est un rebroussement. 

Un point d'une courbe /= o, où ^ = o et -y- =0, est sin- 
gulier puisque l'on peut lui mener au moins deux tangentes 
eiyy est indéterminé. 

VI. — Sur une propriété des tangentes. 

Si l'on considère une droite mobile coupant une courbe 
en deux points A, B, qui viennent se confondre en un 
seul M, situé sur la courbe, pour une position particu- 
lière de la droite, cette droite sera à la. limite tangente à 
la courbe en M. 
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En effet, soient x^ y les coordonnées du point M, soient 
x\y eta:*,y celles des points A et B; le coefficient angulaire 
de la sécante AB est 



• • • 



or, sîjK =/(x) est Téquation de la courbe, ce rapport devient 

fiT')-f(X) _ (y^T'')fi \) _ ., Y, 

X désignant une valeur de x comprise entre x' et x". Mais, 
quand x^ et x^ tendent vers x^ /'(X) tend \ers/\x), qui est 
le coefficient an^laire de la tangente en x. 

Toutefois, pour que ce raisonnement ne soit pas en défaut, 
la fonctionj^^=/(j:) doit pouvoir se développer par la for- 
mule de Taylor (* ), pour la valeur j:' de sa variable, et sa dé- 
rivée doit être continue. Le point M ne doit pas être ce que 
Ton appelle un point singulier. 

Vn. — Condition pour cpi'ane droite soit tangente à one courbe 

donnée. 

Soit 

Téquation d'une courbe, 

(2) ax -^ by -^- c = o 

celle d'une droite. Pour exprimer qu'elles sont tangentes, on 
peut identifier l'équation (2) avec celle d'une tangente 

X/,H-Y/,--Z/3 = o, 

X, Y, Z désignant les coordonnées courantes. Alors l'équa- 
tion {1) rendue homogène s'écrira 

I 

aX-^6Y--cZ — o, 

(*) Au moins limitée aux termes du premier degré, comme la démonstra- 
tion le suppose. 
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x,yy z désignant les cordonnées du point de contact. L^iden- 
tification donne 

abc 

ces équations font connaître le point (j:, y^ z) de contact; 
mais, pour que le contact ait lieu, il faut que les valeurs de 
x^y, z tirées de là satisfassent à (i)et (2). H est facile de voir 
(|ue, si elles satisfont à (i), elles satisfont à(2 ), car (3) donne 

/i _ /s _ /a _ ^f±±y.f±±_^ - ^/ 



a b c ax-r-by-cz ax-^by-^-cs' 

m désignant le degré de/, et, comme /= o, on a 

ax - - by -.- cz = o. 

SI de (3) on tire x^y^ z pour les porter dans ( i ) ou (i), 
en d'autres termes, si l'on élimine x, y, z entre (2) et (3), on 
aura la condition cherchée. Pour faire cette élimination, on 
peut remplacer le système (3) par le suivant : 

(4) /i-+-apr-:o, fi bp^Oy /a cp.o; 

il faut alors éliminer x^y, Zy p entre (2) et (4), ce qui revient 
à éliminer x^y, z, p entre les équations obtenues en égalant 
à zéro les dérivées de 

f{x,y,z)-:-p(ax ■■ by -.-cz) ~ o, 
prises par rapport à x, y, 5 et p. 

Exemple. — Pour trouver la condition de contact de la 

droite 

ax ■ by -■ c — o 

avec la conique 

Aar* — A>î - A'z^ — ->. V^yz — x^' xz -h iJ^" xy = o, 

on ajoutera au premier membre p(ax -^ by -^ cz), on éga- 
lera à zéro les dérivées de 

Aa?*^- A'y* -{- \' z^ -T- 2Byz -T- iB' xz -h 'iB' xy -h p ( ax -\- by -^ c z) 



o. 
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et on éliminera x, y, z, p, ce qui donne la condition cherchée 

\ B' B' a 

B* A' B b 

B' B A' c 

a b c o 

Autrement : la condition de contact peut encore s'obtenir 
en cherchant le faisceau des droites issues de l'origine et pas- 
sant par les intersections de ( i) et (2); si Ton exprime que ce 
faisceau contient une droite double, on a la condition cher- 
chée. 

En rendant les équations (i) et (2) homogènes, on a 

(5) /<>,7, ^)"0, ax.-by-cz = o, 

et, en éliminant z, on a une conséquence homogène de ( 1 ) 
et (2); en effet, la résultante est homogène et elle a lieu 
quand les équations (5) ont lieu, quel que soit :;, et en parti- 
culier quand ^ = i ; ainsi 



^/ ax~by\ 



est l'équation d'un faisceau de droites, et ces droites passent 
par l'origine et par les intersections de ( i ) et (2). Ecrivons 

que cette équation en x et y^ ou plutôt en -> a une racine 

double et nous aurons la condition cherchée. 

Autrement encore : on peut exprimer qu'en éliminant x 
entre(i)et (2) la résultante en j^ a une racine double. Quand 
on donne l'angle a que la droite fait avec l'axe des .r, on peut 

poser 

ar — iTo-^ p cosa, j' — ^^-t- p sinx, 

éliminer x et y entre ces formules et (i), ce qui donne 

/(xo-^ pcosa, 7o-î- psina) = o, 

et exprimer que cette équation a une racine double en p. On 
obtient alors une relation entre Xq et jKo» qui représente le lieu 
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des points d'où l'on peut mener des tangentes à la courbe 
sous une inclinaison donnée. C'est Féquation de toutes les 
tangentes parallèles à la direction a. 

II est bon de se rendre compte du degré de l'équation 
en a, 6, c, qui exprime la condition de contact de la droile 
ax -+- by H- c =^ o et de la courbe /n= o. 

Nous supposerons la courbe de degré m : alors les équations 



/. /. .A 

a h c 












peuvent se ramener à 






' fA ^y-\.\-'fJ *''-^^v\ 


' f 


l by \' c 



") 



ou, en supposant, ce qui est permis, a = i , 

bf\ iby-^c.y) =/i(bv - c, y u 
c/i ( by -\-c,y)=-fz{by r, y). 

Ces équations sont de degré m — i en ^' : leur résultante sera 
du degré m — i par rapport à leurs coefficients qui sont de 
degrés m en a et 6; cette résultante sera donc de degré 
m{m — i). Ainsi la condition pour que la droite 

ax -h bx -i- c = o 
touche une courbe de degré m est de degré m (m — (*)• 

VIII. — Mener une tangente à one courbe par nn point extérieur. 

Pour mener une tangente à une courbe 

(I.) /(^»7)^o 

(') Ce degré pcul s'abaisser, comme on le verra par la suite, mais nous 
nous maintenons ici dans les généralilés. II est presque inutile de faire ob- 
server que les deux dernières méthodes que nous venons de donner ne four- 
nissent pas toujours la condition suffisante an contact; deux racines de la 
résultante en y y par exemple, peuvent accidentellement devenir égales sans 
qu'il y ait contact. 
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par un point extérieur (xo, ^Vo '? on peut suivre plusieurs pro- 
cédés : 
I** On peut écrire l'équation d'une tangente 

et exprimer qu'elle passe par le point ''x^, v^'i, ce qui donne 

1 2 ) Xo/i -- 70/2 — -So/j = O, 

OÙ Zo= i. Cette équation fait connaître x,^v, z en la joignant 
à Téquation proposée (i); les coordonnées jr,>', zdu point de 
contact étant connues, on en conclut IVquation de la tan- 
gente. Les équations (i i, (-2) aur.>nten général plusieurs solu- 
tions ; si (1), par exemple, est algébrique et de degré m, Téqua- 
tion {'Z) sera de degré m — i en x, v, et les formules < 1 1 et (•>.) 
fourniront mm — i) valeurs de x et de j^; donc, en général : 

Par un point donné, on pourra mener m (m — ij tan- 
ff entes à une courbe de degré m, 

L^équation (2) représente une courbe que nous rencon- 
trerons plus loin sous le nom àe polaire du point ( XoyYo). 
Dans les coniques, elle se réduit à une droite qui est la corde 
des contacts relative aux tangentes issues de (x^^y%). 

Si y entre les équations (i), (2.) et 

X/, Y/, - Z/, - o, 

on élimine x, y y z, on aura l'équation de l'ensemble des tan- 
gentes issues de x©, yo- 

'i^ On peut considérer la droite 

éliminer x et^, ce qui donne 

et exprimer que la résultante a une racine double en p; ce 
c|ui revient à éliminer p entre cette équation et 

a — ;- b ~ — — o. 

d^XQ-r-ap) à(yo-t-op) 



i4 

Soit 
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l'ViTo, Jo» «f» ^) - ^> 



la résultante ; elle fait connaître le paramètre variable contenu 
dans a et b (si, par exemple, a = cosa, b = sina, le para- 
mètre sera Tangle a que la droite fait avec Taxe des x). En 
éliminant le paramètre variable entre cette équation et 



a b 

on aura l'équation cherchée de toutes les tangentes. 

On mène une tangente à une courbe parallèlement à une 
droite donnée en exprimant que la droite 

ax -^- by -i- c = o 

touche la courbe : a gI b sont censés donnés, et, en éliminant 
p, X, y^ z entre les dérivées égalées à zéro de (p. lo) 

/ -.-p{ax . by -^-cz). 

on a une équation qui détermine c; Télimination de c entre 
cette équation et ax -\- by -^ cz=: o fera connaître l'en- 
semble des tangentes parallèles à la direction a^ b. 

On peut remarquer que l'équation en c est de degré 
/;?(/;? — i) et que, par suite, on peut mener m{m — i) tan- 
gentes de direction donnée à une courbe d'ordre m. D'ail- 
leurs, soit 

Téquation d'une tangente; si l'on pose 



a 



b 



elle restera parallèle à la direction a, b. Celte équation jointe 
à (i) fait connaître les points de contact, qui sont, comme Ton 
voit, au nombre de m{m — i). 
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I' 



IZ. — Tangente 

Oo peut mener une tangente commune k deux courbes : 
i" En exprimant qu^une droite 

(t) ax — by — cz = o 

est tangente à chaque courbe : on obtient alors deu\ équations 

en Qj b, Cy et Télimination des rapports de ces trois quantités 

entre ces deux équations et Téquation < i » fera connaître 

l'équation de toutes les tangentes communes. Si l*une des 

courbes est de degré /w, Tautre de degré /?, les équations 

en a, 6, c seront de degrés mi m — i) et /?< /i — i >: ainsi : 

Le nombre des tangentes communes à deux courbes de 
degrés m et n est mm m — i V /» — i •- 

*>.** On peut exprimer aussi qu*une tangente 
touche la seconde courbe 5( x\ y\ z'\ =^ o; on a alors 

?i ?î ?» ' 

ces équations, jointes à celles des deux courbes, feront con- 
naître Xy y et jr', y coordonnées des points de contact i * ). 

X. — De la normale anx combes. 

La normale à une courbe au point M est la perpendiculaire 
en M à la tangente à la courbe menée en ce point. LVquation 
de la tangente affectant Tune des formes 

K X — r )dy — (Y — y \djr = o. 
«X -jr)/, -u(Y -^)/, =o, 

(*) Les coDclasîons auxquelles nous Tenons de parvenir dans les deuv 
paragraphes précédents peuvent être modifiées par la présence des poinis 
singuliers, mais nous ne pouvons pas examiner tous les cas qui peuvent se 
présenter, en ce moment. La même remarque est applicable à un grand 
nombre de faits énoncés dans les paragraphes suivants. 
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OÙ /= o désigne Téquation de la courbe, Téquation de la 
normale en coordonnées rectangulaires sera 

(X — j:)tir-+-(Y - -y)dy =z o, 

Il en résulte que/i et/^ sont proportionnels aux cosinus des 
angles que la normale fait avec les axes. Quand on a 
J"\ -\-f\ ^= i y fi ^l f'i sont précisément les cosinus en question. 
Pour mener une normale à la courbe /= o par un point 
extérieur (xq^ yo), on écrit que l'équation de la normale est 
satisfaite par les coordonnées Xq, j'©; on a alors 

£o -^ _ yn- y 

A " A ' 

Cette équation, jointe 'à/= o, fait connaître les coordonnées 
du point (x,^), où la normale rencontre la courbe. Si /est 
de degré m, Téquation précédente est de degré m aussi ; par 
suite : 

Par un point extérieur on peut mener m^ normales à 
une courbe d'ordre m. 

Exemple. — La courbe donnée étant 

— -T- ~ — I — o, 

Téquation qui donne les pieds des normales est de la forme 



X Y 



a* b^ 



si Ton en tire x ^X. y pour les porter dans ré([ualion de la 
courbe, on a 






Cette équation a toujours deux racines réelles ; on pourra donc 
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toujours mener deux normales réelles à l'ellipse par un point 
extérieur. 



XI. — Des lignes appelées normale, tangente, sous-normale. 

sous-tangente. 

Soient M P (^fig- 8) l'ordonnée y d'une courbe quelconque, 

Fig. 8. 



M 






Oj T / P N X 

MT sa tangente terminée à l'axe des x, MN sa normale égale- 
ment terminée à l'axe des x, 

MT, la tangente, sera désignée par T 

MN, la normale, par N 

PN, la sous-normale, par S^ 

PT, la sous-tangente, par S^ 

Soit v'= -i-> nous aurons 

( I ) PN = S„ = 7 lang PMN = yy\ 

(2) MN = N = \Jy^-\- SJ = V'^'C» -+-/*) =7 V^' ■+-/*, 
^^> TP --.S. =^tangTMP = ^-^ = ^, 

(4) MT = T = \/r*H-S? = ^,V-i-Hy^ 

Théorème I. — Toutes les courbes qui pour une même 
abscisse ont même sous-normale ont une différence de 
carrés d^ ordonnées constante, et réciproquement. 

Soient, en effet, j' et z les ordonnées des deux courbes : en 
vertu de (i), 

yy^zz\ 
L. — Traité d'Analyse, II. a 
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on en conclut 

I ® L'hyperbolej'^ = — j {x^ — a^) et son asj mptote^^ = — x* 

ont une différence de carrés d'ordonnées constante et égale 
à b^y elles ont même sous-normale; on en conclut un moyen 
élégant de tracer la normale à Thyperbole, quand on a tracé 
les asymptotes. 

2® L'équation de l'ellipse estjK*''= —5 {à^ — <a:*), sa sous- 
normale est la même que celle des droites ^^ = -5 ^*» niais 

elle est dirigée dans un autre sens; néanmoins cela fournit 
une construction assez simple de la normale. 

3® Dans la parabole r^ = ipx^ la sous-normale yy est 
égale à/?; elle est donc constante : de là encore une construc- 
tion facile. La parabole est d'ailleurs la seule courbe dans la- 
quelle la sous-normale soit constante, car de j'i''= const. =/? 

on conclut — =/?:r -h const. 

Théorème II. — Lorsque dans deux courbes les ordon- 
nées y y Zy correspondant à une même abscisse Xy sont pro- 
portionnelles, les sous-tangentes sont égales, et récipro- 
quement. 

En effet, de l'équation j- = Kz on conclut, en supposant 
K constant, 

y 

ce qui montre, en vertu de (3), que les sous-normales sont 
égales; réciproquement, de 



Z - f 

y 



' — ,'' 



on tire 



I 



•21 = f. 

y - 
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pu, en appelant K une constante, 

log7 = logK-5, y=Kz 

XII. — Sur les coordonnées Uilinéaires. 

Il y a sauvent avantage à représenter un point M par ses 
distances à deux droits fixes CA et CB; soient {^fig- 9) 

^''6- 9- 




MP = x, MQ=j' ces distances; si Ton prend CB pour axe 
des ordonnées et CA pour axe des abscisses, les coordonnées 
MP= $, MQ'= r, seront liées k x elkj^ par les formules 

sinC sinG 

Ainsi la connaissance de \ et de r, entraînera celle de x et^', 
et vice versa, de sorte que x et^' seront, au même titre que 
\ et 7,, des coordonnées du point M. Étant donnée une figure 
par son équation 

«»n coordonnées ordinaires, elle sera représentée aussi bien 
par Téquation 

(•2) /*( -^' -^ ) = " 

\sinG sinC/ 

en coordonnées x^ y. 

Cela posé, traçons une droite quelconque AB coupant AC 
in BC, appelons ;; la distance du point M à cette droite que 



ao CHAPITRE I. 

nous supposerons fixe^ z dépendra de x et de j' et sera lié à 
ces variables par Téqualion 

ax -\- by -r-cz = 25, 

où a, 6, c désignent les côtés du triangle ABC et où s dé- 
signe sa surface ; on tire de là 

ax -i- by -^ cz 

(3) I == ^^ — - -^ , 

et Téquation (2) s'écrit alors 

r x,is y-'>'f n __ 

'^ l(ax -r by -h cz)sinC' {ax ~t~ by -\- cz)s'iaC]~~ ' 

sous cette forme elle est homogène et ne contient plus que 
les rapports x\y\z. 

Les quantités x^ y^ z {el même plus souvent des quantités 
égales k x^ y, z multipliées par des facteurs constants) sont 
ce que l'on appelle les coordonnées trilinéaires du point M, 
le triangle ABC est appelé le triangle de référence. Les 
formules (i) et (3) permettent de passer des coordonnées 
ordinaires aux coordonnées trilinéaires et vice versa. On voit 
que ces formules sont générales, pourvu que l'on convienne, 
ainsi que nous le ferons, de regarder x^ y, z comme positifs 
si, en les comptant à partir des côtés du triangle de réfé- 
rence, ils sont orientés de la môme façon que les coordonnées 
trilinéaires des points intérieurs au triangle, et de les regar- 
der comme négatifs dans le cas contraire. 

Toute courbe, d'après ce que nous venons de voir, a une 
équation en coordonnées trilinéaires, et l'on peut même 
ajouter que toute courbe algébrique d^ ordre m a une 
équation de degré m en coordonnées trilinéaires ; ainsi, 
par exemple, V équation de la droite est du premier degré. 

Mais la réciproque n'est pas vraie; nous allons voir, en 
effet, que toute équation du premier degré ne représente 
pas une droite. 
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Considérons, par exemple, Téqualion 

(i) Ix -^- mj^ -h nz = o; 

si nous rapportons le triangle de référence à deux axes rec- 
tangulaires situés dans son plan, les équations de ses côtés 

seront 

{ cosa -^ T, sina — p = o, pour BC, 

5 cos 3 -T- T, sin p — ^ = o, pour CA, 
Ç cosy H- ï) siny — r = o, pour AB, 

a, ?> y; />, 9, r ayant des significations bien connues; et l'on 

aura 

X =\ cosy H- T, sina — />, 

y= » 

^ = ; 

Téquation (i) deviendra alors, avec les coordonnées ordi- 
naires 5, T,, 

\{ l co% OL 4- mcosp •+■ ncosY) 

-h T,(/sina -4- m sin^ -+- /i siny) — Ip — rnq — nr = o. 

Cette équation du premier degré en Ç et t^ représente bien, 
en général, une droite; cependant, si l'on avait à la fois 

/ cosa -+- m cos ^ -f- /i cosy = o, 
/ sin a -I- m sin p -r- n sin y = o 

ou 

/ m 



sin Y cosp — sinp cosy sin a cos y — siny cosa 

n 
~~ sin p cos a — sin a cos ^ 

elle ne représenterait plus rien du tout. Or, si Ton observe que 

sinY cosp — sin p cosy = sin(Y — P) 

et que y — p est Tangle que font entre eux les côtés AB et AC 
du triangle de référence ou son supplément, on aura 

l _ m _ n 
sin A ~~ sinB ~~ sin G 
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et rëqualîon (i) devient 

2?sinA -H^sinB -h^sinC = o 
ou 

(a) ax -\- by -h- cz = 0, 

Nous avons vu que le premier membre de cette équation 
représente 25, double de l'aire du triangle de référence; 
Téquation (1) ou la précédente ne représente donc rien. 

On dit cependant alors que Téquation (1) ou (2) repré- 
sente la droite de Vinjini. Expliquons cette locution : suppo- 
sons que /, m, n, d'abord différents de a, b, c, tendent vers 
ces quantités, mais de manière que l'on n'ait pas constamment 

i _ ^ _ n 
a" 1} ~ c 

Les coefficients de Ç et t^, différents de zéro, tendront 
vers zéro, les coordonnées à l'origine de la droite (i) croî- 
tront indéfiniment, la droite en question s'éloignera indéfi- 
niment et l'on pourra dire que l'équation (2) représente la 
droite de Vinjini, 

Sans qu'il soit nécessaire d'insister sur ce sujet, on volt 
qu'une équation du second degré en x^ y, z pourra repré- 
senter une droite ou même rien du tout; on dira alors qu'elle 
représente deux droites, dont l'imc est la droite de l'infini, 
ou une droite double située à l'infini, etc. 

Supposons que p, q^ r, s, ... représentent les distances 
d'un point à des droites P, Q, R, S, . . . , ayant pour équa- 
tions respectivement, en coordonnées rectangulaires, 

:ccosa -r-y sina — pi = o, 
X cos p -h/ sin p — çr, = o, 



toute équation de la forme 

pourra, et cela d'une infinité de manières, si /?, y, r, ... 
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sont en nombre supérieur à deux, se mettre sous la forme 

J'ajoute que la fonction F pourra être supposée homogène 
si Pf q, r, ... sont au nombre de trois au moins, en sorte 
que toute courbe pourra être représentée par une équation 
telle que (i); mais toute équation, telle que (i), ne représen- 
tera pas nécessairement une courbe située à distance finie; 
/>, y, r, ... peuvent alors être considérés comme des coor- 
données multi linéaires, 

Xm. — Tangentes en coordonnées mnltilinéaires et en particnlier 

en coordonnées trilinéaires. 

Soit 

Téquation d'une courbe en coordonnées multilinéaires {voir 
le paragraphe précédent) \ Pt q^ r^ s^ ... seront alors les 
distances d*un point de la courbe à des droites P, Q, R, S, ... 
représentées en coordonnées ordinaires par 

[ xcosa -yûxi% — pi = Oy 
(2) * arcos^ — .^sin^ — ^, = o, 

/ 

L'équation de la tangente à la courbe (i) est, en coordonnées 
ordinaires, 



or on a 



(4) 



mais 



àX^àfùp^d£dq^ 
dx dp dx dq dx ' 

\'dy ' dp dy ' àq dy 



• • • » 



p = xcos%-\-ys\niL — />i, 
(5) \ q =1 X cos^ -\- y s\Ti^ — ^1, 
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donc 

dp ^P ' ^Ç Q 

T- = cosa, ~-=sina, -' =cosp, .... 

àx âj^ ox ^ 

Les formules (4) deviennent alors 

V- = V- cos a ->- -7- cos 3 -i- . . . , 
àx dp oq ^ 

àf df , àf , ^ 

■^ == ■-- sin a -4- -=^ sm 3 H- . . . , 

oy dp oq ^ 

et (3) donne, pour Téquation de la tangente, 

[(X — x) cosa -h( Y —y) sina] ^ 
-h [( X — j? ) cos p -f- ( Y — ^ ) sin 3] -p -4- . . . = o 

ou, en vertu de (5) et si l'on appelle P, Q, R, ... ce qiic 
deviennent /?, 5^, r, ... quand on y remplace x par X et 1' 
par Y, c'est-à-dire les distances des points X, Y, . . . , aux 
droites P, Q, R, . . ., 

(6) (P_/,)|^(Q_<,)^^...==o; 

si l'équation (1 ) est homogène, on a 

àf àf . 

m désignanl le degré Acf, et (6) devient simpleincnt 

y>àf , f.àf . df . _ 

r -r— -r- KJ -r— -r- l\ -r r- . . . = O. 

dp oq or 

Telle est la forme remarquable qu'affecte l'équation de la 
tangente en coordonnées multilinéaires. 

En coordonnées trilinéaires, par exemple, l'équation de la 
tangente à la courbe 

au point (x,^, z)^ est 

ox oy dz 
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Pour faire une application des considérations précédentes, 
cherchons à exprimer que Inéquation du second degré 

représente une parabole. Il suffit d'exprimer que cette courbe 
est tangente à une droite qui s'est éloignée indéfiniment; en 
d'autres termes, elle est tangente à la droite de l'infini 

ax — by -^ C5 — o, 

ou, en appelant X, Y, Z les coordonnées courantes, 

aX-r-6Y-^cZ-ro: 

pour que cette droite soit tangente à la courbe /= o, il faut 
qu'elle puisse s'identifier avec Téquation d'une tangente 

or oy oz 

ou que l'on ait 

àf .^_df ,^_àf^^ J dx -y èy -- dz 
àx ' ày ' âz ' ax-.-by-i-cz 

Si l'on égale ces rapports à p et si l'on obsene que 



à/ 



àf .àf_^^_ 



si enfin on remplace les dérivées de /par leurs valeurs, on a 



d'où Ton tire 



Aar — B>-T- B' 5- pa 
B'ar-: A> B z — ?b 
B'x— B^ A'-s — pc 

ax -r- by — cz — o\ 



A B' B' a 

B" A' B ô 

B' B A' c 

a b c o 



— o, 



= o. 



= o; 



= o. 



Telle est la condition pour que la conique touche la droite 
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ax -f- 6^ -h C2 = o ; si cette droite est la droite de l'inGni, 
c'est-à-dire si a, é, c sont les côtés du triangle de référence, 
Tcquation précédente exprimera que la conique en question 
est une parabole. 

XIV. — Théorème de Poinsot. 

Les considérations précédentes touchent de très près à un 
théorème remarquable dû à Poinsot (*) et que nous allons 
démontrer. 

Soient /?, 9, r, ... les distances d^un point M à des 
lignes fixes P, Q, R, . . . , distances comptées sur les nor- 
males menées de ce point M à ces lignes, l'équation 

définira en général une courbe, et la normale à cette 
courbe au point M s'obtiendra en cherchant la résul- 

tante de droites égales à -y ^^ ' * * * respectivement por- 
tées à partir du point M sur les lignes p^ q^ r, ... vers les 
lignes P, Q, R, .... ou en sens inverse suivant que ~» 

- - > . • • seront positifs ou négatifs. 

En effet, soient Xyy les coordonnées de M, soient a, b les 
coordonnées du point où la normale/? rencontre la ligne P; 
a', b' les coordonnées du point 011 la normale q rencontre 
la ligne Q, ... ; nous aurons 

(1) ^l^iLtP^^t%^,,. 

ôx ùp ùx ôq ùx 
or 

et, en différentiant, 

p dp — (x — a)dx -h(y — b)djr — (x — a)da —{y — b)db\ 

(') Ou du moins utilisé par lui dans une circonstance importante. 
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mais (x — a)da'4-{y — b)db est nul, puisque le déplace- 
ment da^ db^ effectué le long de la ligne P, est normal à la 
direction x — a, y — 6 de la droite /? ; on a donc 

dp = ^^~ dx -r- -^— dy, ^ \ 

En appelant a l'angle de la droite/? avec l'axe des x^ on a 



donc 



donc 



X - a y — h 

— — = cosx, = sina, 

P P 



dp = cosat^-T- sinac?^; 



dp dq 

— = cos a, -^ = cos X , 

ax àx 



odj a", . . . désignant les angles que les droites ^r, r, ... font 
avec l'axe des x, Téquation ( i ) devient alors 

à/ àf àf , df , 

il) —- = v-cosa -i- /-cos a -r- -r- cos a -\- 

âx dp ôq ôr 

Or, si l'on pose 

"=[(i)'-(i)f 

et si l'on appelle <p l'angle que la normale fait avec l'axe 
des X, on a 

^ àf àf ^ 

— ^=cos© ou f-=Ncoso; 
^ àx ' dx ^ 

la formule (2) donne alors 

àf àf , àf , 

N COS9 = -r- cosa -~ -^cosa -r- v-cosa^-r- . . .; 
^ dp oq dr 

donc la ligne N portée sur la normale à la courbe /= o a 
pour projection sur l'axe des x^ et aussi sur Taxe des^, une 

%ne égale à la somme des projections ^^ /^' ^' " ' P^^" 
^ées sur les droites ps 9, /', . . .; il faut en conclure que la 
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normale à la courbe /= o en M est dirigée suivant la résul- 
tante de ces droites ; si j- était négatif, il faudrait le remplacer 

par sa valeur absolue comptée dans la direction ic 4- a, .... 
Le théorème en question se trouve donc démontré. 

Nous allons en faire quelques applications, mais observons 
pour cela que le théorème subsiste quand aux courbes P, Q, ... 
on substitue des points fixes. La démonstration dans ce cas 
est d'ailleurs plus simple, en ce sens que a, 6, a', 6', . . . sonl 
constants. 

XV. — Tangentes à quelques courbes en coordonnées multipolaires. 
L'ellipse peut être définie par une équation de la forme 

p et q désignant les distances d'un point de la courbe au% 
foyers; la normale en un point quelconque s'obtiendra en 
composant des droites égales à i, portées sur les rayons vec- 
teurs, car ici -:- = I , -7^ = I , mais on obtient alors la bissec- 
' Op ^ oq ' 

trice de l'angle des rayons vecteurs. L'équation de Thypcr- 
bole dans ce système de coordonnées serait 

p — q = 'xa, 

et la normale s'obtiendrait en composant des droites égales à 
l'unité, portées sur un rayon vecteur et le prolongement de 
l'autre, ce qui fournit une construction connue. 

La lemniscate est une courbe telle que le produit de ses 
rayons vecteurs p, y, issus de deux points fixes P, Q, est con- 
stant; on a donc, en appelant C une constante, pour tout 
point de la lemniscate. 

Ici, ^ = gr, j^ = /? ; on obtiendra donc la normale en com- 
posant deux droites égales chacune à un rayon vecteur, mais 
portée sur la direction de l'autre rayon. 
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Le lieu des points, tels que l'on ait/?'-^ + y2 _- const., est un 
cercle ; on peut vérifier que la construction de Poinsot fournit 

un rayon. Le lieu des points, tels que Ton ait ^ = const., est 

un cercle ; en mettant cette équation sous la forme 

ap — hq = o, 

on obtient une construction de la normale, qui consiste à 
chercher la résultante de deux droites proportionnelles à 
a et — 6, ou à ^ et — />, portées sur les rayons vecteurs, con- 
struction analogue à celle de la normale à la lemniscate. 
Si/7, 9, r, . . . désignent les distances d'un point M à des 
points fixe.«, 

rt/?* -V- hq^ -r- rr* h- . . . = const. 

représentera un cercle; la normale en un point M de ce 
cercle sera dirigée suivant la résultante de droites de lon- 
gueur ap^ by^ cr, ... portées sur les rayons vecteurs /?, y, 
/",..., et l'on pourrait multiplier les exemples à l'infini. 

Mais revenons au cas général et supposons une courbe 
définie par des coordonnées bipolaires, c'est-à-dire par les 
distances p, q de chacun de ses points M à deux points 
fixes P, Q. 

Si 

est l'équation de la courbe, la résultante des droites ^> ^ 
portées sur les rayons vecteurs MP, MQ donne la direction 
de la normale en M. Mais le rapport ^ * ^> identiquement 
égala — -^y fait connaître le rapport des sinus des angles 

^ue la normale fait avec les rayons vecteurs. Car j- ^l j- sont 

proportionnels aux côtés du parallélogramme dont la diago- 
nale est normale à la courbe, et les sinus de a et P sont aussi 
proportionnels à ces côtés. En appelant a l'angle que le 
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rayon p fait avec la normale, ^ Tangle que le rayon q fait 
avec la normale, on a donc 



cl, par suite, 

(a) 

ou, si l'on veut, 



- - : - - = sin 3 : sin x, 
dp oq ' 

dq ^ sin 3 

dp ~~ ÛWIL 

sin^^ -r- sinarf^ = o, 



relation importante dont on peut tirer une foule de consé- 
quences. En voici quelques-unes : 

Quelles sont les courbes dans lesquelles la normale par- 
tage en deux parties égales l'angle des rayons vecteurs 
issus de deux points fixes? 



On doit avoir 



a = 3, donc -.— ^ = i ; 



donc 

on en conclut p -^ q = const., et Tellipse, comme Ton voit, 
est la seule courbe jouissant de celte propriété. 

Quelle courbe faudrait-il prendre pour méridien d'une 
lentille pour que les rayons lumineux issus d'un forer P 
allassent tous com^erger en un même point Q? 

Dans la courbe en question n = -.— ^ (ou Tindice de réfrac- 
tion) est constant; on a donc 

-- -^- -- /i ou dq - ' n dp — o. 

On en conclut, pour l'équation des courbes cherchées, 

q -r- np — const. ; 

ces courbes portent le nom à' ovales de Descartes; elles 
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jouissent de propriétés curieuses et nous les retrouverons 
plus loin. 

Passons maintenant à d'autres applications du théorème 
de Poinsot. 

XYI. — Tangentes dans le système pôle-directrice. 

Dans le système pôle-directrice, un point est déterminé 
par ses distances 8 à une droite fixe D, et / à un point fixe F ; 
la droite est dite directrice, le point F est le foyer ou pôle. 
L'ne relation, telle que 

0(0,/)= o, 

définit une courbe; la normale à cette courbe, en vertu du 
théorème de Poinsot, est la résultante de deux droites ^ et 

-T. portées, l'une normalement à la directrice, l'autre dans le 

sens du rayon vecteur. L'équation des coniques, dans ce sys- 
tème, est 

f=eo ou / — é?ô = o, 

e désignant l'excentricité. La normale est la résultante de 
deux droites i et 4- e portées sur le rayon vecteur et sur la 
perpendiculaire à la directrice, mais en sens inverse de celle 
perpendiculaire. Ces lignes i et e peuvent être remplacées 
par les lignes proportionnelles o et e o ou o et /. Quand 
/» = I , on a une parabole et Ton retrouve la propriété connue 
de sa normale. 

Soit a l'angle que la normale fait avec le rayon / et ^ l'angle 
qu'elle fait avec la perpendiculaire à la directrice; on aura 

(h ào dû sina 



i . 



à/ 'do ~ df sin ? 
Dans les coniques, celte relation donne 

_ / _ sin^x 
8 " sin ? 
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OU, en appelant a' et ^' les angles que la tangente fait avec/ 

et 8, 

/ _ cosa' 

cosP' 
ou encore, en faisant abstraction du signe, 

--L. _ _^ _ - T 
cosa oosp 

Cette équation exprime que la même longueur T, projetée 
sur la ligne 5 et sur le rayon y, donne pour projections 8 et/. 
Si l'on suppose cette longueur comptée à partir du point de 
contact, son extrémité sera sur la directrice ; donc : 

Si, dans une conique, on joint le point où la tangente 
rencontre la directrice, au foyer, cette droite sera perperi' 
diculaire au rayon vecteur. 

D'où une construction de la tangente aux coniques. 

XVII. — Tangentes en coordonnées polaires. 

Lorsqu'une courbe est donnée en coordonnées polaires, il 
est commode de déterminer sa tangente au moyen de l'angle 
qu'elle fait avec le rayon vecteur. 

Soient {/ig- lo) /*, les coordonnées du point M par rap- 

Fig. 10. 




port au pôle O et à l'axe polaire OX. Menons le rayon 
OM = r et le rayon voisin 0M'= r -f- Ar; du point M abais- 
sons MP perpendiculaire sur OM'; nous aurons 



PVf 

tangMM'P=--^P 
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\la limite, MM'P se réduit à l'angle cherché V; PM est 

égal à 

OMsinPOM = rsiné/Ô ou rcTO, 

I 

en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au pre- 
' mier; M'P est la différence entre 

r-T-Ar=OM' et OP = rcosé/Ô, 

00, en négligeant les termes d'ordre supérieur, la différence 
entre r -j- dr et r, c'est-à-dire rfr ; on a donc 

tang V = iim —j— > 

quand rfô = o; mais la limite de r r- est précisément r ^ où 
^ est quelconque, ainsi 

il) langV = - T— • 

ar 

Considérons (Jtg* 1 1) la tangente MT en M à une courbe 

Fig. II. 




^x. \ 




apportée à des coordonnées polaires, et la normale MN; par 
e pôle O, menons NT perpendiculaire au rayon vecteur, 
)M = r, du point M; posons 

ON = S«, OT = S„ MN = N, MT = T; 
L. — Traité d'Analyse, II. ^ 
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les lignes S,,, S/, N, T sont appelées la sous-normale, la 
sous-tangente, la normale et la tangente polaires. On 
trouve, sans difficulté, 

langV e/0 ^ dr 



Toutes les courbes qui ont même sous-normale pour un même 

dr 
angle polaire 6 ont même -^ ; si donc on appelle r et r' les 

rayons vecteurs de deux de ces courbes, on a 

dr^ _ dr' 

ou 

r = r' ~- consl. 

On obtient donc Tune des courbes en prolongeant les rayons 
vecteurs de l'autre d'une quantité constante. L'une des courbes 
est dite la conchoîde de l'autre; on voit que, pour mener 
la normale à la conchoîde d'une courbe, il suffit de savoir 
mener la normale à cette courbe, et de construire sa sous- 
normale; on aura ainsi celle de la conchoîde et, par suite, sa 
normale. 

Il ne faut pas confondre la conchoîde d'une courbe avec la 
courbe parallèle à celle-ci. Une courbe parallèle à une autre 
s'obtient en prolongeant les normales à celle-ci d'une quan- 
tité constante. Le théorème de Poinsot donne tout de suite la 
normale à la courbe parallèle: si l'on appelle p la quantité 
dont on a prolongé les normales, 

f =- p — consl. = o 

est l'équation de la courbe parallèle ; sa normale est la résul- 
tante d'une seule droite égale à ^ = i, portée sur la normale 

à la courbe proposée : elle a donc même normale que la courbe 
proposée. 
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Si dans une courbe la sous-normale K est constante, on a 

-X = Kj r = K6 H-const. ; 

la courbe est une sorte de spirale à laquelle on donne le nom 
de spirale d^Archimède ou de Conon, Les conchoïdes de 
ces spirales sont encore des spirales égales, comme on peut 
s^eo assurer par un changement d'axe polaire. 

Soient r et r' les rayons de deux courbes qui, pour un 
même 0, ont même sous-tangente; on aura 

r»rfO r'*</e dr dr' 

ou — = — : 
r^ r'« ' 



dr " 


" dr' 


on en conclut 






I 1 




r" r 



—, -+- consi. 



Si ron cherche les courbes dans lesquelles la sous-tangente 
est coDS tante et égale à K, on a 



Ou bien 



I dr _ 
7i 5Ô ~ *^ 



- = const. -h KO. 



Ces courbes portent le nom de spirales hyperboliques; 
elles se ramènent à la forme rO = const. par un changement 
d'axe polaire. 

Parmi les courbes dont il est intéressant de trouver la tan- 
gente en coordonnées polaires, se trouve la courbe transcen- 
dante appelée 5pira/e logarithmique ; son équation s'obtient 
en écrivant qu'elle coupe tous les rayons vecteurs sous un 
angle constant; tangV est alors constant, et Ton a 

-^ = tangV 

OU 

I dr -, 

~ jû = colV; 

r dh ' 



l 
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on en déduit 






logr = 6cotV 



sans ajouter de constante, ce qui revient à faire tourner Taxe 
polaire. L'équation précédente revient à 



_ /.O coiV 



r = e 



M. Pillet a reconnu que les volutes de plusieurs chapileaux 
ioniens et corinthiens étaient formées de spirales logarith- 
miques. On voit facilement que, quand une spirale de cette 
nature tourne autour de son pôle, elle reste homothétique à 
elle-même. 

La spirale logarithmique tourne indéGniment autour do 
pôle, qui est pour elle un point asymptote. 

L^équation de la tangente à une courbe en coordonnées 
polaires est celle d^une droite 

(i) - = A cos6 -f- B sin6, 

r 

qui passe par les points R, H et R 4- rfR, -4- d% infiniment 
voisins sur la courbe ; les coefficients A elB seront alors dé- 
terminés par les équations 

^ =. X cos8 -t- B sin8, 
(2) 

f k'^^k^ Acos(e-t-rfe)-t-Bsin(e-r-rfe); 

on peut remplacer la seconde par 

(3) d^ = — Asine^e-T-Bcoserfe; 

rélimination de A, B entre (i), (2), (3) donne Téquation de 
la tangente 



di 



1 = -i cos(e - <>)- -^ sin(e - 6). 
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XVm. — Des podaires. 

Si d'un poinl O on abaisse des peipendiculaires sur toutes 
les tangentes à une courbe^ le lieu des pieds P de ces per- 
pendiculaires est la podaire du point O par rapport à la 
courbe en question. 

So\t(Jig. 12) 

Fëquation d'une tangente à la courbe proposée au point M, 

Fig. 12. 




(a, ^); le point P sera donné par l'équation (i) et par la sui- 
vante (oD suppose le point O à l'origine des coordonnées) 

si, entre (i) et (2), on élimine -7^» on a 

y {y — 3)= — x( X — ai 
ou 

ii) j:* — /* — 3^ — ix = O'. 

c'est l'équation d'un cercle passant par O. P, M et avant son 
centre au milieu de OM. Cherchons la tangente en P à la 
podaire: son équation est 

(4. \-x=^{\-xy. 
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or de (3) on lire 

11X dx -h iiy ety — ^dy — oLdx — y d^ — xdx = o 
ou, en vertu de (2), 

dx{ix — a)-+- dy{iy — p)= o 

ou 

dy __ IX — a 

dx ~ "" 2/ — ? ' 

L^équation (4) devient alors 

Y — r = ^"ô (X — x»; 



mais — ^ — ^ est le coefficient angulaire de la tangente au 

} p 



7,x — a 

cercle (3) menée par le point M; donc la normale à la po- 
daire d'une courbe passe par le milieu du rayon vecteur OM 
de cette courbe. 

On peut le démontrer par des considérations synthétiques, 
en observant que, si l'on considère une tangente M' P infini- 
ment voisine de MP et le point P' de la podaire infiirimenl 
voisin de P sur cette tangente, les points P et P' seront sur 
un cercle décrit sur OII comme diamètre ; or, la droite PP 
étant à la limite la tangente à la conchoïde et au cercle, le 
théorème se trouve démontré, parce que la normale com- 
mune passera parle milieu de OII qui se confondra avec OM. 

On voit que la podaire touche la courbe aux points M, tels 
que OM soit normale à la courbe. 

Si l'on prend le point O par pôle et si l'on appelle r, 4 
les coordonnées polaires de M, et t\ cl 0| celles de P, on aura 

d'où 

I /f/r\n"* 



0, = 0-arctang^ 



GÉOMÉTRIE PLANE. 89 

XIX. — Énumération de quelques podaires. 

I '* Podaire du cercle, — La podaire du cercle est une 
conchoïde de cercle (p. 34). 

En effet, soient {Jig. 1 3) G le cercle, O un pôle fixe, MP une 




tangente au cercle, OP une perpendiculaire à cette tangente ^ 
menons CA parallèle à MP; le lieu du point A est un cercle 
décrit sur OC comme diamètre; AP étant constant et égal 
au rayon du cercle C, on voit que le lieu du point P est à la 
fois la podaire du cercle G et la conchoïde du cercle décrit 
sur CO comme diamètre. 

Quand le point O est sur le cercle G, la podaire prend le 
nom de cardioïde, 

L^équation polaire du cercle décrit sur GO = a comme 
diamètre étant r= acosO, celle de la conchoïde sera 

r — acosO hconst.; 

ce sera aussi celle d'une podaire quelconque de cercle. 

2® Les podaires de coniques seront étudiées plus loin 
parmi les courbes anallagmatiques, 

S'' La podaire d'une parabole, en prenant pour pôle le 
pied de la directrice sur Taxe, est ce que Ton appelle une 
slrophoide. 

La strophoïde présente un mode de génération qu'il est 
bon de connaître. 

Soient (Jig, i4) F le foyer, S le sommet d'une parabole, 
O le pied de la directrice, PT une tangente, P le pied de la 
perpendiculaire menée de O sur cette tangente. Si du foyer F 
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on abaisse FK perpendiculaire sur la tangente, K sera sur la 
tangente SK au sommet. Soient M le point où SP rencontre 
la directrice, I le milieu de PK; les angles FKS, KSI, ISP, 

Fig. 14. 




SPO sont égaux; or MOP = ISK, donc ISK = MPO, donc 
MO = MP, et l'on a le mode de génération suivant de la 
strophoïde : 

Prendre un point fixe S et une droite fixe OD, mener le 
rayon vecteur SMP, prendre MP = MO ; le lieu du point P 
est la strophoïde. La droite OP est un diamètre de la courbe, 
ainsi que Ton s'en assure en cherchant Téquation de la stro- 
phoïde engendrée comme il vient d'être dit. 

En prenant OT pour axe des x, OD pour axe des y et 
en faisant OS = a, on a, pour équation de la strophoïde, 

xy^ -\~ x^ -r a{x'^ — y'^) = o. 

Les cercles ayant leur centre sur la parabole et passant par le 
pied O de la directrice sont tangents à la strophoïde. Nous 
laissons au lecteur le soin de démontrer cette proposition. 

4" La podaire de la parabole, quand on prend le sommet 
pour pôle, est une cissoïde: ainsi le lieu du point I est une 
cissoïde. On peut donner de la cissoïde le mode de généra- 
tion suivant, imaginé par Dioclès, inventeur de cette courbe. 

Si l'on mène OA parallèle à la tangente RT à la parabole, 
le lieu du point A sera le cercle décrit sur OS comme dia- 
mètre. Les triangles JAO et IKS sont égaux; donc IS = JA. 

On peut, par suite, pour engendrer la cissoïde tracer un 
cercle, mener les rayons \eclcurs issus de S, mener la tangente 
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au point O diamétralement opposé de S, prendre JI =:SA; 
le lieu des points I est la cîssoïde. 

En prenant SK pour axe des y\ SO pour axe des x el en 
posant OS = a, l'équation de la cîssoïde est 

< ar* — 1'* — ar r — a r^ — y^ -o. 

5^ La podaire de rhvperhole équîlatêre par rapf>ort à son 
>oiTiniet est une lemniscate de Bernoulli. Celle courbe en 
coordonnées bipolaires a pour équation 

uv — c*. 

c désignant la demi-distance des pôles, ile, résultai est facile 
à vérifier par l'Anal vse. 

Rappelons enfin que la droite est la podaire d'une para- 
bole par rapport à son foyer, et que le cercle est une podaire 
de conique à centre relativement à Fun de ses foyers. 



XX. — Transformatioii par rayons Tectenn rédproqnes. 

Quand deux courbes en coordonnées polaires, pour une 
même valeur de Tangle polaire, sont telles que le produit de 
leurs rayons vecteurs reste constant, on dit qu'elles sont 
transformées Vune de Vautre par rayons vecteurs réci- 
proques. 

^* 

sont les équations polaires de deux courbes transformées Tune 
de Fautre par rayons vecteurs réciproques, et Fon a rr'= Ar* ; 
k^ est le module de la transformationy il peut être négatif. 
On reconnaît aisément que la transformée d'une droite est 
un cercle, et que la transformée d'un cercle est un cercle qui 
se réduit à une droite, si le pôle est sur le cercle. En effet, 
Féquation du cercle est 
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et, en changeant ren — > cette équation conserve sa forme; 
cependant, si c = o, elle prend la forme 



/• = 



a cosO -i- à sinO 



équation d'une droite. 

Les tangentes aux points correspondants de deux courbes 
transformées Tune de l'autre par rayons vecteurs réciproques 
font des angles égaux avec le rayon vecteur commun; en 
«'(Tet, pour l'une des courbes, on a 



langV = r -7-> 



r/8 
7Ï? 



V désignant l'angle que le rayon vecteur r fait avec la tangente 
4't 6 l'angle polaire. Pour l'autre, en appelant V l'angle que 
fait le rayon vecteur r' avec la tangente, on a 



or 



ta n *' V =z r — 



r — — t dr — dr. 

r r- 



On en conclut 

I a n "^ V :=: /' — • 

donc V et V sont supplémentaires : en d'autres termes, les 
langenles aux deux courbes font des angles égaux avec le 
rayon vecteur, mais elles ne sont pas parallèles^ elles sont 
antiparallèles. 

Il résulte de là que deux courbes et leurs transformées 
par rayons vecteurs réciproques se coupent sous le mime 
angle, et cet angle est la différence des angles que les courbes 
ou leurs transformées font avec le rayon vecteur du point où 
elles se croisent. 

Par suite, si Von sait construire la tangente à une courbe^ 
on saura aussi construire la tangente à sa transformée. 
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Nous remarquerons, en terminant, que la transformée par 
rayons vecteurs réciproques d'une conchoïde de cercle est une 
conique ayant pour foyer le pôle; en effet, la conchoïde du 
cercle a pour équations, quand on prend le pôle sur le cercle, 

r — a — îR cosO, 

R désignant le rayon du cercle et a une constante; la trans- 
formée par rayons vecteurs réciproques a pour équation 



a -T-aK cosO' 

c'est bien l'équation générale des coniques rapportées à leur 
axe et à leur foyer. 

XXI. — Description de l'appareil Peaucellier et de ses dérivés. 

C'est ici l'occasion de parler d'une série d'appareils à tiges, 
qui permettent de tracer les courbes d'un mouvement con- 
tinu. Le plus ancien de ces appareils, et le plus connu, est 
\e pantographe qui permet de construire une courbe sem- 
blable à une courbe donnée : O est un point fixe {Jlg» i5), 

Fig. i5. 








OAB une tige capable de tourner autour de O; AD, DC, CB 
sont trois tiges formant avec AB un parallélogramme articulé 
en A, B, C, D. 

Si l'on joint OC, on aura -'^ = ^^; donc le point où la 

droite idéale OC rencontre AD est fixe sur la tige AD, et ce 
point décrit une figure semblable à celle que décrit le point C 
quand on fait mouvoir tout Tappareil autour du point O. Si 
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un crayon est placé en M et si avec le point C on suit un con- 
tour donné, le crayon décrit la figure semblable, et il est clair 
que O est centre de similitude. 

Le parallélogramme de Watt est connu du lecteur, nous le 
citons simplement pour mémoire. 

L'appareil Peaucellier, ou inverseur Peaucellier^ permet 
de construire d'un trait continu la figure transformée d'une 
autre par rayons vecteurs réciproques. 

L'inverseur Peaucellier {ftg, i6) se compose d'un lo- 

Fig. ifî. 



sange ABCD articulé en chacun de ses sommets; deux tiges 
égales OA et OC sont articulées en A, en C et en O qui est un 
point fixe. Quand le point D décrit une ligne, le point B décrit 
sa transformée par rayons vecteurs réciproques ; le pôle est 

^ ^ 

en O, le module est égala OA — AD . 

En efi'el, OB x OD est égal à la puissance du point O par 

rapport au cercle décrit de A comme centre avec AD pour 

rayon. 

Voici quelques applications de Finverseur Peaucellier : 

Si l'on fait décrire au point D un cercle, en articulant en 

D une tige Dû capable de tourner autour du point û et 

telle que sa longueur ÛD =: Où, le point D décrira un cercle 

passant en O, et alors B décrira une droite; l'appareil ainsi 

constitué résout le problème que Watt s'était proposé : 

transformer un mouvement circulaire en un mouvement 

rectiligne. 

Supposons maintenant que l'on fixe le point D; on aura 
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toujours OD X OB := const. = A'^; et, enlre les rayons vec- 
teurs DB = p, DO = p', on aura la relation 

p X I S — p I = A» ou p = — ,-: — 

? 

Si p' = Rcos9, c'est-à-dire si Ton assujettit le point O à dé- 
crire un cercle passant en D au moyen d'une tige ûO articulée 
en Û et en O, le point Q étant fixe, on aura 

X«— R«cos«co 
•^ Kcosco 

Supposons maintenant que O soit le point B d*un nouvel 

inverseur de Peaucellier; le point D de ce nouvel inverseur 

décrira la courbe transformée par rayons vecteurs réciproques 

de celle-ci, ou 

_ A-'*Rcosa> 

^ ~ X:*--R«cos*â> 
ou, en coordonnées rectilignes, 

ou 

X:«^« — (A-«— R« )jr« — ifîRjT = o: 

c'est l'équation d'une conique rapportée à son sommet et 
tout à fait quelconque : parabole si k- =■ R-, ellipse si k^ > R^, 
hyperbole si A'*<cR*. Celte solution pour le tracé des co- 
niques est de M. Sylvester. 

L'inverseur Peaucellier, un peu modifié, permet de tracer 
les conchoïdes d'un trait continu : adjoignons {^fig- 17) à cet 
inverseur deux tiges KO et KB égales; abaissons, du point D, 
DH perpendiculaire sur OK, le point II sera fixe; donc, si 
Ton fait mouvoir la figure, D restera sur une perpendiculaire 
à OK menée par le point fixe H sur la tige OK. En effet, soient 

OD = p, OB - z\ pp' ^ A», 0KB = a : 
on aura 

OH = p sin - = -7 sin = aX:* : OK = const. 

•^ 2 p 2 

C. Q. F. D. 
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Si alors on fixe le point D et que Ton imagine une tige HM 
souciée perpendiculairement à HK, le prolongement de cette 
tige passera par le pôle D; si donc H décrit une courbe, 
M décrira sa conchoïde. 

Si l'on fait décrire au point M un cercle passant en D au 

Fig. 17. 




moyen d'une tige fixée en un point û, tel que ûM = ÛD, 
H décrira une conchoïde de cercle p = Rcosw -|- a; et, 
en appliquant en H l'un des points décrivants d'un inver- 
seur Peaucellier, l'autre point décrivant tracera la courbe 

A* 
Q = —- , qui est une conique. 

Voici un autre inverseur un peu plus simple que celui de 
Peaucellier. Considérons [Ji^. 18) un trapèze isoscèle et ses 

l'ip. iS. 




diagonales; supprimons les bases et formons avec la figure 
restante un système articulé en A, B, C, D. Si l'on prend M 

et N fixes sur les tiges AC et IB, cl tels que '^-^ =• -^y le 

point fixe Q sur le prolongement de MN sera tel que 
MN X NQ = const. ; si l'on fixe N, les points M et Q décri- 
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ront des figures transformées par rayons vecteurs réci- 
proques. 

En eflet, 

MN _ CN NQ _ NB 

AB " CB' CD ~ GB' 

donc 

MN — NQ = const. x AB x CD ; 

mais, le quadrilatère ABCD étant inscriptible, 

AB X CD -^ AC X BD 

est égal à AD x CB; donc AB x CD est constant et, par 
suite, MN X NQ Test aussi. c. q. f. d. 



XXII. — Théorie des enveloppes. 

Considérons une équation renfermant, outre les coordon- 
nées Xj y d'un point variable, un paramètre a, 

f{x,y,a)=o. 

Pour chaque valeur de a, cette équation représentera une 
courbe; toutes les courbes obtenues ainsi constituent ce que 
l'on appelle une famille. 

Étudions les deux courbes infiniment voisines de la famille, 
obtenues en donnant au paramètre les valeurs a et a -\- da^ 
savoir 

ces deux courbes se couperont en général en plusieurs points. 
Si Ton considère l'un d'eux, on peut se proposer de trouver 
les coordonnées de sa position limite quand da tend vers 
zéro. Cette position limite est une des intersections succès- 
sives des courbes de la famille. 
La courbe dont l'équation est 

f(x, y, a -da) — /"cr, y, a) 

i. : : : = o 

da 
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OU, en désignant par un nombre compris entre o et i, 

f désignant une dérivée relative à a, passe par les points 
communs aux courbes (i). elle peut remplacer (2) ; à la limite, 
les points cherchés se trouvent donc à Tinterscction des 
courbes 

(.) f-.o, 1=0. 

Le lieu des points limites en question ou, si Ton veut, le 
lieu des intersections successives des courbes de la famille 
s'obtiendra en éliminant a entre les deux équations (2). On 
a donné à ce lieu le nom à'' enveloppe des courbes de la famille; 
celles-ci portent le nom A^ enveloppées. 

Théorème I. — L enveloppe d* une famille de courbes est 
tangente à toutes les enveloppées. 

En effet, soit 

(1) /(x,7, a)r^o 

l'équation d'une famille de courbes; nous venons de voir que, 
pour en trouver Tenveloppe, il faut éliminer a entre cette 
i-quation (1) et sa dérivée relative à a 

(2) -;- r-o; 

Téquation (1) peut être considérée comme celle de l'enve- 
loppe, si Ton V suppose a non plus constant, mais égal à la 
fonction de x qX. à^ y que l'on obtiendrait en résolvant 
Téquation (2) par rapport à a. 

Maintenant cherchons le coefficient angulaire de la tangente 
à l'enveloppe et à l'enveloppée au point commun J?, j'. A cet 
effet, diffcrenlions (i), en considérant a comme une con- 
stante ; nous aurons 

(3) !lf -H ''/ ^^ ^- „, 

Ox ^ Oy dx 
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d'où Ton déduira le coefficient angulaire -~ de l'enveloppée. 

Différentions au contraire la même équation, en supposant a 
fonction de x et de^' et déduit de (2); nous aurons 



(4) ^l^^I^^^K^'' . ^«^^^ 



dx ' dy dx ^ da\dx ' dy dxj * 
mais, en vertu de (2), cette équation se réduit à 

(5) ^l^'>f±=o. 

dx dy dx 

Cette équation ne diffère de (3) que parce que a dans (3) 
représente une constante, cl que dans (5) il représente une 
certaine fonction de x et y; mais, au point (x^y) commun à 
l'enveloppe et à l'enveloppée, la constante et la fonction ont 
la même valeur; donc (3) et (5) fournissent la même valeur 

de -T-y c^ par suite l'enveloppe et Tenveloppée ont même tan- 
gente. C.Q.F.D. 

On voit que ce théorème tombera en défaut quand on aura 

à la fois -^ = G, -j^ = o, c'est-à-dire quand l'enveloppe sera 

un lieu de points singuliers; mais alors on ne conserve pas 
généralement la dénomination d'enveloppe au lieu des inter- 
sections successives des courbes de la famille. 

Théorème II. — Si Von considère une famille de courbes, 
toute courbe tangente à chaque courbe de la famille est 
leur enveloppe. 

En effet, soit /(a;, v, a) = o l'équation d'une famille de 
courbes; si une courbe G ayant pour équation ¥{x,y) = o 
leur est tangente, on pourra toujours déterminer a en fonction 
de X et àey, de telle sorte que 

f{x,y, a) = F(a?,7), 

quels que soient x eiy. Alors 

f{oc,y,a) = o 
L. — Traité d'Analyse^ II. '♦ 



o 
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pourra représenter la courbe C tangente à toutes les courbes 

de la famille. Tirons -j- de cette équation, en supposant a 
variable; nous aurons 

(P) ^^ ^léy.^^ll^±^^^^y\^ 

àx dy dx àa \àx ày dx ) 
et, en supposant a constant, 

àx dy dx 

Si les deux valeurs de -^ sont égales pour une même valeur 
de X et y, il faut que Ton ait 

àf 

da àa dv da «^ a» i • •» 

car -T — h -^ — r- = -i- ne saurait être nul, sans quoi a serait 
dx oy dx dx ' * 

constant. 

Or les points où l'on a à la fois/= o, -p = o appartiennent 

à l'enveloppe. c.q.f.d. 

On voit également que si F(.r, y) = o représente un lieu 
de points singuliers, Téquation (P) devra être satisfaite en 

supposant ^ = o, -^ = o el/= o, c'est-à-dire en supposant 

y*= o et -^ = o. Un lieu de points singuliers d'une famille 

de courbes fait donc en général partie de l'enveloppe de cette 
famille. 



XXIII. — Recherche de quelques enveloppes. 

Comme application de la théorie que nous venons de déve- 
lopper, cherchons d'abord l'enveloppe des cercles repré- 
sentés par l'équation 

(I) (j,.-_a)»-hj'« = R«. 
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En diflerentiant par rapport à a, on trouve 

2(x — a) = o ou X = a, 
et rélimination de a donne 

V* = R« ou y = ±i R, 

équation qui représente deux droites, résultat évident a 
priori. Maintenant résolvons encore le même problème, mais 
en écrivant Téquation (i) sous la forme 

(2) a = jr — /R« — y». 

La diflerentiation relative à a donne 1 = 0, résultat absurde, 
et il semble qu'il n'y ait pas d'enveloppe. Pour peu que l'on 
réfléchisse, on s'apercevra que les résultats, en apparence con- 
tradictoires, que nous venons de rencontrer, ne s'appliquent 
pas en réalité à la même question. En effet, l'équation (2) 
représente non pas les cercles (1), mais une série de demi- 
cercles qui ne se coupent pas et qui n'ont pas d'enveloppe. 
Les demi-cercles 

n'en ont pas non plus. Mais les cercles complets 

ont une enveloppe, que l'on obtiendra, non pas en différent 
liant par rapport à a l'équation précédente, car celle-ci est 
en réalité l'ensemble de deux équations, mais en procédant 
de la manière suivante. Donnons à a les valeurs a et a + /<> 
et considérons les demi-cercles 

a = X - /R« -^«, 
ils se coupent au point donné par les équations 

ou, à la limite pour h = o, 
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et le lieu des intersections sera donné par Féquation 

comme tout à l'heure. 

En général, les familles de courbes dans lesquelles le para- 
mètre entre au premier degré n'ont pas d'enveloppe; on sait, 
en effet, que l'équation 

représente un faisceau de courbes passant par des points 
fixes, et que 

représente des courbes qui ne sauraient avoir de points com- 
muns et par suite d'enveloppe. D'ailleurs la différentiatioo 
relative à a donne, dans le premier cas, ^{Xy y)=z o et, dans 
le second, o = i. 

Problème. — De tous les points dUine parabole onabaisse 
des perpendiculaires sur l'axe et sur la tangente au som- 
met; trouver l'enveloppe de la droite qui joint les pieds 
de ces perpendiculaires. 

L'équation de la parabole est 

les pieds des perpendiculaires en question ont donc pour coor- 

données o,^ el;—> o; l'équation de la droite dont on cherche 

l'enveloppe est 

a/>X Y 

7^ y 

ou 

en éliminant j>^ entre cette équation et sa dérivée 

on a 

Y«-h8/?X = o; 
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Tenveloppe cherchée est donc une autre parabole de para- 
mètre quatre fois plus grand. 

XXIV. — Snr quelques simplifications que peuvent présenter 

les calculs d'enveloppes. 

Pour trouver l'enveloppe d'une famille de courbes 

(i) /(j^».r» «) = o, 

on élimine a entre cette équation et 

l'enveloppe peut donc être définie : le lieu des points pour 
lesquels l'équation (i) a une racine double; par suite, le 
lieu de ces points s'obtiendra en égalant à au^ro le discriminant 

de l'équation (i) rendue homogène en remplaçant a par%-* 

Soit 

/(a, byX,y) = o 

l'équation (i) rendue homogène; on pourra la remplacer par 

et le système (i), (2) par le système (2), (3). Or, en combi- 
nant (2) et (3), on trouve ^ = o; donc l'enveloppe d'une 

famille de courbes, contenant sous forme homogène les 

paramètres a, 6, 

/(a, b) = o, 

s'obtient en éliminant a et b entre 

df ôf 

Ainsi l'enveloppe des paraboles du paragraphe précédent 

2/>X -r- \y — y* = o 
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pouvait s'obtenir de suiteen ëgalantle discrimiDantY^-4-8/)X 
à zéro. 

Il arrive souvent qu^au lieu de donner une famille de courbes 
au moyen d*une seule équation on la donne au moyen de 
plusieurs équations, telles que 

9i(Xjy, a,, a„ ..., a„) = o, 

'' I • 

Les équations ^2=0, •••>?«= o permettant d'exprimer Gj, 
a^, . . . , a,, en fonction de ezi , par exemple, Téquation ^1 = 0, 
dans laquelle ez^, ai, . . .^a„ seront fonctions de Ux , représen- 
tera une famille de courbes ; cela revient à dire que Tensemble 
des équations (i) représente cette famille. 

Pour avoir l'enveloppe, on diflférentiera les équations (i) 
et l'on aura 



U) 






-r^— dai f- V— «<3tj -t- . . . -f- —î— dan = o : 
dax ôai dan 



la première de ces équations peut être considérée comme la 
dérivée de la première équation (1), prise par rapport à «i, à 

la condition de supposer -1—» •••> -j-^ remplacés par leurs 

valeurs déduites des autres formules (ii). Cela fait, il faudrait 
éliminerai entre les premières équations (i) et (2), ce qui 
revient à éliminer «i, aj, ..., an et leurs différentielles 
entre (i) et (2); or le résultat de l'élimination des différen- 
tielles est 

( 3 ) <>( ?!> ?». --M ?/i) ^ ^ 

(>(ai, a„ ..., Un) 

Donc, pour trouver l* enveloppe d^ une famille de courbes 
données par plusieurs équations, il faut éliminer les para* 
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fnètres variables entre les équations données et le détermi- 
nant fonctionnel de leurs premiers membres égalé à zéro. 
Quand les variables a^ aj, . . . entrent sous forme homo- 
gène et sont en nombre supérieur d'une unité au nombre des 
équations, on peut obtenir plus d'équations pour faire l'éli- 
mina tien ; les nouvelles équations rentrent bien entendu dans 
les anciennes. Soit donc a^+i une nouvelle variable introduite 
pour rhomogénéité ; outre l'équation (3), on aura à considé- 
rer les équations (i), et Ton pourra les écrire 

aai dOf «Ki«^i 



à9^ à^m ^« 

or on en tire 

«1 «t 



<^(?i» ---. ?•) <^<ri r"* 



L^un des dénominateurs étant nul en verto de (3;, les antres 
le sont donc aussi, ce qui peut être ntOe* 

PmoBLÈxE 1. — Trouirer V enveloppe d*une droite de Ion- 
gueur constante qui s^ appuie sur deux droites rectangu- 
laires. 

L'équation de cette ligne rapportée aux deux droites ^ur 
lesquelles elle s^appaie est 

a et b désignant ses coordonnées â l'origine. Si Ton appelle / 
la longueur de la droite, on aura 

( Q ) a' -T- 6* = /*: 

Tenveloppe cherchée s^obtiendra en éliminant a et fr entre 
( I )y {^) et leur déterminant 

\ a b . .. • 

I x — b x — a , 
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de (i) et (3) on lire 






(a'-^-6*)a-— a' ou 


/*jr = 


a*. 


( a* -H 6' )^ = — b^ ou 


/«r = 


-6» 


et par suite, en vertu de u\ 






* 3. .1 

x*-r-y* - /». 







C^est aussi le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées 
d'un point d^un cercle sur la droite qui joint les pieds de ses 
coordonnées relatives à deux axes rectangulaires passant par 
le centre. 

Problème II. — Tromper V enveloppe des ellipses d^aire 
donnée, ayant leurs axes diriges suii^ant les mêmes droites. 

L'équation de ces ellipses est 

Pour trouver l'enveloppe, il faut éliminer <7^, />*■* entre ces 
équations et l'équation obtenue en égalant à zéro le détermi- 
nant des fonctions a'y^-\- b- x'^ et a^ b- pris par rapport à 
a^ et 6'*, ou 

b^ a« 
ou 

a^Y^ — b^x^ = o; 

le résultat de l'élimination est 
il donne les deux hyperboles 

2 -^ 1 

Remarque, — L'enveloppe de X — ?.). Y -+- X^Z = o, où 
X, Y, Z sont des fonctions de x^y et où \ est un paramètre 



— o 



f 

GÉOMÉTtlE PLA5E. Sj 

[ variable, peut s'obtenir en écrivant que celte équation a des 
\ racines égales ; cette enveloppe a donc pour équation 

;{a) Y«-XZ = o. 

En particulier, on voit que, si X, Y, Z sont des coordonnées 
Irilinéaires/Téquation proposée est celle d^une tangente quel- 
conque à la conique (a). 



XZV. — Dm coordoimées tangentiellef . 
Si Ton considère une droite 

(l) arj— ^T, =1, 

dont les coordonnées à l'origine sont 7» -> cette droite sera 

parfaitement déterminée quand on donnera i et t, ; ces quan- 
■ tilés portent le nom de coordonnées tangenlielles de la 
droite et Tondît que les coordonnées x,^ d'un point sont des 
coordonnées cartésiennes. Si maintenant on établit entre ç 
et r, une relation telle que 

: cette droite enveloppera une certaine courbe dont (2) sera 

' dite Y équation temgentielle, et (i) sera l'équation en coor- 
données ordinaires d'une de ses tangentes ayant pour coor- 
données Ç, r^, 

Dans ce système de coordonnées, un point, comme nous 
allons le voir, est représenté par une équation, et, pour 

. avoir l'équation d'une courbe quelconque, il suffit d'exprimer 

P que la droite ^i) est une tangente. 

Équatioks du premier degré. — Toute équation du pre- 
mier degré représente un point. 

En effet, l'équation 

(2. bis) a^ — 6t, — c = o 

établit une relation du premier degré entre ^ et 7^. L'équa- 
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t 



lion (i) ne dépend plus alors que d'un seul paramètre entnol 
au premier degré et, par suite, représente un faisceau de droites 
passant par un point fixe qui est leur enveloppe. Effectuons 
les calculs : on tire de Téqualion (2 bis) 






6t) 



a 



et, en portant celte valeur de ^ dans (1). 



C -4-^7) 



x-\-r^ — i; 



c*est Téquation d^une droite passant par Tintersection des 
deux droites 



ou bien 



a ' a -^ 



- = -^ = — i 
abc 



Le point représenté par (2 bis) a donc pour coordonnées 

< et • Réciproquement, si Ton veut obtenir TéquatioD 

tangenticllc du point dont les coordonnées sont Xo ct/01^' 
faudra écrire que la droite (i) passe par ce point; cette équa- 
tion sera 

La droite dont les coordonnées sont o et ^ est parallèle à Taie 
des^; la droite dont les coordonnées sont o et o est la droite 
de rinfini. 

L'équation a^z=zi représente un point dont rordonoée 
est nulle : il est par suite situé sur Taxe des x; Téquation 
const. = o représente Torigine des coordonnées; 

représenterait au contraire un point à l'infini. 

Équations du second degré. — Une équation du second 
degré représente une conique. 
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En effet, supposons l'équation suivante du second degré 



l*^ 



Alr,)=o; 



|M>ur obtenir Téquation de la courbe en coordonnées ordi- 
naires, il faudra chercher l'enveloppe de (i), ce qui se fera 
^n égalant à zéro le déterminant de (i) et (2) et en éliminant 
Ç, Ti entre (i), (2) et Téquation ainsi obtenue; cette équa- 
t.ioQ est 



vu bien 



à/ àf 






et, en supposant que Ton rende (i) et (2) homogènes par 
rintroduction des nouvelles variables >? et 2^, 









1^1 

z a;' 



Si Ton égale ces rapports à p, on a 



(3) 



àf àf 



àf 



En éliminant p, ^, 7^, 2^ entre ces équations et (1), on en dé- 
duit une équation du second degré. Soit 

cette équation sera 



a 


b 


d 


X 


b 


c 


e 


y 


d 


e 


f 


— 


X 


y 


— I 






= o. 



Réciproquement^ Féquation tangentielle de la conique 



Aa:*-f-2Bj7^-4- C^'J-f-aDa:^ -+- 'i^yz-^- F>s* = o 
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s'obtiendra en écrivant que la droite (i) l'enveloppe on 
touche; la condition pour qu^il en soit ainsi est (p. 1 1) 



A 


B 


D 


$ 


B 


C 


E 


"n 


D 


E 


F 


— I 


? 


-^ 


— I 


o 



= o. 



On remarquera l'analogie entre cette formule et la précé-j 
dente, analogie qui se développera et s'expliquera plus loio. 

Equations de degré supérieur. — Si l'équation/(Ç, t.) = oI 
est de degré supérieur, ou même transcendante, on obtienditl 
Téquation ordinaire de Penveloppe en éliminant toujours i, 
7), ^ entre (i) et (3); mais Téquation résultante n'est pas d'un 
degré égal à celui de/. 



XXVI. — Résolution de quelques problèmes. 



Deux équations tangenti elles, prises simultanément, 

déterminent les coordonnées d'une droite, ou de plusieurs 
droites, dont les coordonnées sont les solutions communes à 
ces deux équations. Une droite (Ç, yj), dont les coordonnées 
satisfont aux équations (i), est tangente à la fois aux deux 
courbes ^ = o, ^ = o\ c'est une tangente commune. 

Lorsque les équations (i) sont du premier degré, leur 
solution commune (5,7)) représente la droite qui unit les 
points (f = o, ^ = o. 

Pour exprimer qu'une droite (Ç', tj') touche une courbe 
/(Ç, 7)) = o, il suffit d'exprimer que l'on a /(Ç', t/) = o; 
Ç, 7) sont les coordonnées d'une droite x^-\-yr\= i, qui, 
en vertu de/(Ç, vj) = o, enveloppe cette courbe. 

Par exemple, 
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rime que la droile ($', tj') passe par le point 
Enfin il est bon d'observer que 



Téquation d'une série de courbes qui touchent une même 
droite tangente à y = o, <{^ = o. 

P&OBLEME I. — Trouver la distance d'un point à une 
droite. 

Soient i', r{ les coordonnées de la droite, et 

a^-r- br^-r- c = o 

Féquation du point. En coordonnées ordinaires ou carlc- 
siennes, Féquation de la droite sera 

IL 

les coordonnées du point seront — -» — ; la distance cher- 
chée sera donc 

a ^, b ,^ 

ou 



/t'» H- 71'* C s/^'^ -H 



/i 



P&OBLÈME II. — Trouver la distance de deux points. 

Soient 

aj -T- 6t^ H- c = o, a'Ç -h ô'r, -h c'= o, 

leurs équations tangentielles; leurs coordonnées cartésiennes 
seront 



a 


b 




a' 


b' 


— y 


— — 


et 


• 


^ m 
f • 


C 


C 




c 


C 



leur distance sera donc 

» 

I \/a a'\« /b b'yy /( ac — ca' )« -^-{bc'— cb' )» 



[(f-?)'-a-?)T= 



I L\c c/ \c c/ J ce' 
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Problème III. — Trouver V équation du cercle ayant 
pour centre le point aÇ -i- ôr, -h c = o, et pour rayon R. 

Ce cercle est l'enveloppe d'une droite \x -|- r^y = i située i 
la distance R du point en question et dont les coordonnées 

sont > ; on a donc, en exprimant que la distance du 

point à la droite est R, 

Cette équation est de la forme 

XXVII. — Recherche des points de contact d'une conrbe 

avec ses tangentes, etc. 

Nous avons vu plus haut que les tang^cntes communes à 
deux courbes 

données en coordonnées tangentielles, avaient pour coordon- 
nées les solutions communes à ces deux équations ; il en résulte 
que, si elles sont de degrés m et /?, le nombre des tangentes 
communes sera mn. Si l'on convient d'appeler classe d'une 
courbe le degré de son équation tangentielle, on voit que 
deux courbes de classes m et /i ont mn tangentes communes. 
Nous allons voir qu'une courbe de degré m est en général 
de la classe m [m — i); le nombre des tangentes communes 
à deux courbes de degrés m et n est donc mn{m — i)(^ — i)- 

Théorème. — Si le degré de l'équation tangentielle 
d'une courbe est w, on peut lui mener par un point donné 
n tangentes ; et, vice versa, si par un point donné on peut 
mener à une courbe n tangentes, le degré de son équation 
tangentielle sera n et l'on dira qu'elle est de n^^"^^ classe. 

En effet, le nombre des tangentes à la courbe /(Ç, r^)= o. 
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qui passent par un point a^-v- br^ -\- c^= o, est égal au pro- 
duit des degrés de ces deux équations ; il est donc égal au 
degré de/, et vice versa. 

Il résulte de là que Téquation tangentielle d'une courbe 
de degré m est de degré m(m — i), puisqu'on peut lui me- 
ner en général m(m — i) tangentes par un point extérieur. 

Problème I. — Etant donnée une courbe en coordon^ 
nées tangentielles 

et les coordonnées Ç, tj d'une de ses tangentes, trouver 
l'équation du point de contact de cette tangente. 

L'équation du point de contact est celle d'un point qui 
appartient à deux tangentes infiniment voisines, ^, 7) et 
Ç H- ûf i, 7i -+- rfïi ; l'équation suivante 

> 

du point en question, où E, H sont les coordonnées courantes, 
devra donc être satisfaite pour S = Ç, H = r,, et pour 

E = 5 -H rfÇ et H = T, -h dr/y 

00 doit donc avoir 

aÇ -i- 6t, -T- c = o, 
ad^ H- bdr^ = o; 

d*où Ton conclut, en éliminant a, 6, c, 
(a)(E-OrfT.-(H-T,)é/$ = o ou H-T, = ^^^(2-~S). 

Telle est l'équation du point de contact, analogue à celle de 
la tangente en coordonnées ordinaires. L'équation (i) difle- 
rentiée donne 

(3) ^/rf5^grf,=o; 
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et, en éliminant e/Ç, dT\ entre {%) et (3), on a réquation d*a 
point de contact sous la forme 

Si Ton rend la fonction/ homogène par rintroductioo d'une 
nouvelle variable s? cette équation prend la forme 

o\ "àr. Vài ^«hi; ** 

on 

(4) >. ^-^ -:- II ^ _ Z ^ - O, 

en observant que 

t <>/ <>f y 'V 

Problème IL — Trouver V intersection d^une droite avec 
une courbe donnée en coordonnées tan gentie lies. 

lleprenons les notations et les formules du problème pré- 
cédent. Soient ^0) ^io les coordonnées de la droite donnée. 
L'équation (4) est celle d'un point situé sur la courbe; ponr 
exprimer qu'il contient la droite io» *î^o> î' faudra écrire que 
son équation est satisfaite par les coordonnées de la droite; 
on aura donc 

Celle équation, jointe à celle de la courbe, fera connaître les 
tangentes de la courbe aux points où la droite donnée la ren- 
contre; cette équation (5) est de degré m — i si / est de 
degré /?<. Donc m (m — \) est le nombre de points communs 
à la courbe et à la droite. 

Il résulte de là qu'une courbe de /w*'"* classe est d^ordre 
/;/(m — I ). Il y al à une sorte de paradoxe; en effet, une courbe 
de degré /??(/?? — i) serait de la classe 

[ m ( /?i - I )][/«(//?— I ; — i], 

nombre supérieur à m. Il faut simplement conclure delà que 
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e la plus générale de degré m n'est pas la courbe la 
érale de sa classe, et que la courbe la plus générale 
\ m n'est pas la courbe la plus générale de son degré. 

XXVUI. — Coordonnées trilinéaires. 
[1 exprime que la droite 

a courbe 

en coordonnées homogènes ou trilinéaires, on obtient 
lation 

I peut regarder comme V équation tangentielle homo- 
î la courbe (2) ou comme son équation en coordon- 
linéaires tan gentielles ; ou, comme l'on dit, en coor- 
5 trllatères; dans l'un ou l'autre cas, ç, r^, !J seront les 
i.nées de la droite (i). 

sans dire que, lorsque l'équation (3) est du premier 
elle représente un point; quand elle est du second 
3lle représente une conique; quand elle est du degré 
représente une courbe de classe n. 
:oordonnées du point qui a pour équation 

/ç — mTj-i-/iÇ = o 

idront en cherchant le point fixe par lequel passe la 
i) quand l'équation (4) a lieu; en appelant x,^, z les 
mées de ce point, on trouve 

X y z 
l Fît n 

nt toujours a, 6, c les côtés, A, B, C les angles du 
î de référence et 

— Traité d*Analysey II. 5 
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l'équation d'une droite; en appelant s l'aire du triangle de 

référence, on a 

ax -*- bj' — cz = iks. 

Appelons ^i, 7.,, ^1 les dislances des sommets A, B, C do 
triangle de référence à la droite (1), considérées comme posi- 
tives ou négatives suivant qu'elles sont dirigées dans un sens 
ou en sens contraire. 

Soient, en coordonnées ordinaires, 

X = \ cos % — Ysina — p -= o^ 
y = \ cos 3 -^ Y sin p — 7 = 0, 
z = \ cos Y -— Y siny — r — o 

les équations des côtés du triangle de référence; l'équation 
de (1) en coordonnées ordinaires sera 

\(\ cosa-+-T< cos 3 -4- Çcosy) 

-h Y(Jsina-^ t, sin^-H Ç sin 7) — (/>{-+- yr, -+- rÇ) = o, 

et l'on aura 

^ Çf/? sin A -4- ^ sinB -T- rsin C)coséc A 

V'^;--H T,*-T- î*— 'jtTjÇ cos A — 1^\ cosB — aÇr^ cosC 

Les coordonnées Ç, tt), Ç sont donc proportionnelles à Çi,T|i,si 
et pourront, si l'on veut, être regardées comme égales à ces 
quantités. 

Or (/?sinA -f- <7sinB 4- r sinC) cosécA esl égal à 

ap -r- hq -4- cr 
> 

a 

oc 

c'est-à-dire à — > en sorte que la formule précédente donne 
les relations 

«jj _ ^ _. Ç^ a5 ^ 

5 ^4 C /$' -^ \^ -^ ï* — ^-Tf)Ç cos A — a ÇÇ cos B — 2^^^^ cosC 

d'où Ton tire 

(aÇO«H-(*T;,)« + (cÇO« 

— -26CT,, ÇicosA — acaïiÇiCosB — 2a65|T^|CosC = 4*>, 

relation qui lie entre elles les trois distances $i, r,,, J^,, que 
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on pourra, si Ton veut, considérer comme les coordonnées 
l'une droite. On en conclut que 

Ç*-^T,*-7- Ç*— ar^ÇcosA — aÇÇcosB — 2;r< cosG = o 

st l'équation de deux points à Tinfini. Pour trouver ces 
)oints, on mettra Téquation précédente sous la forme 

(; — T^ cosC — ;cosB)*-h(r, sinC -t- ^sinB)* = o 
>ii 

es coordonnées de ces points sont proportionnelles à 

ce sont les ombilics, comme on le verra § XXXIV. 

XXIX. — Remarque au sujet des coordounôes tangentielles. 

Quand les coordonnées d'un point sont transformées par 
une substitution, les coordonnées d'une droite sont trans- 
formées par la substitution inverse. Ces variables sont 
donc contragrédientes. 

Considérons la droite 

Car -+-7)7 -4-^5 = o; 

si nous posons 

X = a x' -^-by' -X- c z', 

y=^a'x'-^b'y'-\-cz\ 

z^a'x'^h'y'-^-c'z', 

l'équation de la droite devient 

les coordonnées (Ç, Tj, Ç) sont devenues a\ -\- al r^ -\- a^%^ 
h\ 4- Vr^ -I- 6"^ ... ; elles sont bien transformées parla sub- 
stitution inverse. 

Si l'on considère l'équation d'une courbe /(j:,^', 5) = oen 
coordonnées ordinaires, et son équation cp(;, r,, !J) =: o en 
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coordonnées tangentielles, les fonctions /et y sont alors des 
contre variants. 

Lorsque la fonction /est du second degré, la fonction 5 
est sa fonction adjointe. 



ZXX. — Des figures polaires réciproques. 
On appelle polaire réciproque d'une courbe 

(i) /(^,r, ^) = o, 

par rapport à une conique 

(2) o(a:,^, ;5)=o, 

l'enveloppe des polaires des divers points de la courbe rela- 
tives à la conique. 

Pour trouver la polaire réciproque de (i) par rapport à la 
conique (2), il faudra chercher l'enveloppe de la polaire du 
point {Xy Vf -s), savoir 



(3) 



^drs do ^ do 



que Ton peut aussi écrire 



(4) 



()o do 



Pour cela, on éliminera Xy y y z entre (i), et les équations 
obtenues en égalant à zéro les déterminants des premiers 
membres de (i) et (4)j savoir 



àf 
àx 


àf 

ày 


~4 


t)cp 



= o, 



ce que l'on peut écrire 

Tune de ces équations est d'ailleurs surabondante. 
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La polaire réciproque d'une courbe est aussi le lieu des 
pôles de ses diverses tangentes. 

En effet, rappelons que le pôle d'une droite 
relativement à la conique (2), est donné par la formule 

le pôle de la tangente 

dx oy oz 

à la courbe (i) sera donné par la formule suivante, où Ç, t,, Ç 
seront les coordonnées du pôle, 

df <?o df c);? df à^ 

»f • •_ _^ « • _»_ — _*£_ « »_ ^ 

dx ' di dy ' dr, ~ dz' dl^ 

Pour avoir le lieu du pôle, il faudra éliminer x, y, z entre 
ces équations et (i). C'est le procédé employé précédemment 
pour trouver la polaire réciproque de (i). 

Il résulte de là que la polaire réciproque d'une courbe a 
pour polaire réciproque la courbe elle-même, ce qui justifie 
la dénomination de polaires réciproques donnée aux courbes 
que nous venons de considérer. 

Il faut remarquer que la classe d'une courbe est égale au 
degré de sa polaire réciproque, et vice versa. En effet, si Ton 
considère une sécante à la courbe proposée, elle la rencon- 
trera en m points, m désignant le degré de la courbe ; les 
polaires de ces mêmes points concourront au pôle P de la 
droite considérée et seront tangentes à la polaire réciproque : 
ce seront d'ailleurs les seules tangentes que Ton pourra mener 
de P à celte courbe : elle est donc bien de la classe m, 

C. Q. F. D. 

Ainsi la polaire réciproque d'une conique est une conique. 



f 
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XXXI. — Des polaires réciproques par rapport à nn cerde« 

Cherchons (Jig- 19) la nature de la polaire réciproque 
d'une courbe par rapport au cercle O de rayon R. Par un 
point M de cette courbe, menons une tangente MAB qoi 

Fig. 19. 




coupe le cercle en A et fi, puis les tangentes AS et BS à ce 
cercle; le point de concours S de ces tangentes sera le pôle 
de MAB ou le point de la polaire réciproque correspondant 
à M. On a, en joignant OS et en appelant P le point de ren- 
contre avec AB, 

OPxOS = R«; 

or le point P appartient à la podaire de la courbe proposée 
par rapport au centre du cercle; donc : 

La polaire réciproque d'une courbe par rapport à un 
cercle est la transformée par rayons vecteurs réciproques 
de la podaire de cette courbe par rapport au centre du 
cercle et le module de la transformation est le carré du 
rayon du cercle. 



XXXII. — Calcul des coordonnées de la polaire réciproque d*ime 
conrbe en fonction des coordonnées des points de la courbe. 

Considérons le cercle imaginaire 

5*4-T,«-hi = o; 
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>laire du point {x, y) par rapport à ce cercle aura pour 
lion 

K>sons que le point x^y subisse un déplacement dx^ dy\ 
latîon de la polaire deviendra 

\(x -T- dx) - r,{y r dy ) r- Ç>5 ^.^ o, 

grsection de celte droite avec la première satisfera à 
lation 

\ dx -^ r^ dy -r- Xt dz — Oy 
'on peut supposer rfc = o; on a donc 



^ dy - -y dz X dz — z dx x dy — y dx 

*n en conclut les coordonnées du point (Ç, r,, Ç) de lo 
re polaire réciproque de la figure décrite par le point 
y)' En détruisant l'homogénéité, on a 

dv — dx 



t ■_ _ _ 



X dy — y dx x dy — y dx 

coordonnées de la tangente au lieu décrit par le point 

^) sont faciles à calculer, car cette tangente a pour équa- 

i 

< Y ~y }dx — (X — x)dy = Oy 

es coordonnées à l'origine ont pour inverses les expres- 
is (1). Donc les coordonnées tangentielles d'une tangente 
De courbe son|. égales aux coordonnées du point corres- 
idant de la polaire réciproque par rapport au cercle 
-îi^-î- I = 0. Donc : 



'ï^ 

j 



équation tangentielle d'une courbe est aussi Véqua- 
% de sa polaire réciproque en coordonnées ordinaires, 
indon suppose les coordonnées tangentielles remplacées 
"des coordonnées ordinaires, la conique directrice étant 
:ercle x^ -^y^ 4-1 = {voir p. 68). 
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XXXin. — Podaires inyenes. 



On appelle />orfai>e inverse d'une courbe la courbe qui a 
celle-ci pour podaire. 

Pour trouver la podaire inverse d'une courbe, on peut 
chercher l'enveloppe des perpendiculaires aux extrémités des 
rayons vecteurs de cette courbe ; on peut aussi s'appuyer sur 
ce que la polaire réciproque d'une courbe par rapport à un 
cercle est la transformée par rayons vecteurs réciproques de 
la podaire de cette courbe. Par exemple : 

1° Quelle est la courbe dont la podaire est une droite? 

La transformée par rayons vecteurs réciproques de la podaire 
est un cercle ; quant à la polaire réciproque de ce cercle, c'est 
une parabole ayant le pôle pour foyer ; donc la courbe cher- 
chée est une parabole, ce que l'on savait. 

2** Quelle est la courbe dont la podaire est un cercle? 

La transformée par rayons vecteurs réciproques d'un cercle 
est un cercle, la transformée par polaires réciproques d'un 
cercle par rapport à un autre cercle est une conique ayant 
son foyer au centre de ce cercle; donc la podaire inverse d'un 
cercle est une conique ayant son foyer au pôle de la transfor- 
mation, ce qui est évident par les propriétés connues de 
l'ellipse. 

• 
XXXIV. — Sur les ombilics et les droites isotropes. 



Nous avons déjà dit ce que nous devions entendre par la 
roite de l'infini. On appelle droite isotrope une droite qui 

pour coefficient angulaire ±y/ — i. Par tout point a, ^ 
issent deux droites isotropes ayant pour équations 



droite 

a 
passent 

? ■+■ /^ (a: — a) = o, r — P — /^ {x—7l) = o, 
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•dont lensemble peut être représenté par 

Les deux droites isotropes passant en a, ^ forment un cercle 
de rayon nul, ayant son centre en a, p. Ce sont aussi, si Ton 
vent, les asymptotes de tous les cercles ayant leurs centres 
en a, ^. Toutes les droites isotropes rencontrent la droite 
de rinfiui en deux points fixes, que l'on appelle ombilics. 
Quoique ces notions soient en général bien connues du lec- 
tenr, nous allons préciser celle des ombilics. 

Prenons des coordonnées trilinéaires : Téquation du cercle 
circonscrit au triangle de référence est 

yi%\VLk -r- zx%\ïkh -T- ocy sinC = o ou ayz ^ bxz -- cry = o^ 

A, B, C désignant les angles du triangle de référence; a, 6, c 
ses côtés (on s'en assure facilement en remplaçant x, y^ z 
parleurs valeurs en coordonnées ordinaires). L'équation d'un 
cercle quelconque s'obtiendra en ajoutant au premier membre 
de cette équation des termes du premier degré par rapport 
aux coordonnées ordinaires, soit, en coordonnées trilinéaires, 
des termes tels que 

{ax -^ by -r- cz){lx -r- my -i- nz), 

car le premier facteur est une constante, le double de l'aire 
du triangle de référence. Ainsi l'équation d'un cercle quel- 
conque est 

(i) ayz -1- bxz -f- cxy -r (ax -h by -r- cz)(lx -h my -r- nz) = o. 

L'équation générale des droites isotropes s'obtiendra en écri- 
vant que le premier membre de cette équation est le produit 
de deux facteurs du premier degré, ou en annulant son dis- 
criminant. 
Si l'on coupe le cercle (i) par la droite de l'infini 

(a) ax -h by -{-cz = Oj 
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on obtient le même résultat qu*en coupant le cercle 

( 3 ) ayz t- bxs -h cxy — o 

par la même droite. Donc tous les cercles, tous les ce 
de droites isotropes rencontrent la droite de Vinfin 
deux mêmes points y dont les coordonnées x^y, z sont 
tions de (3) et (2). 

En éliminant z entre (2) et (3 s on a 

(x* x-y^)ab -^- xy{a^-r- b^ — c') = o, 

ce que l'on peut écrire, en divisant par a6, 

x^-^y^-T- ixycosCt — o; 

d'où 

•^ = — cosC:fi/-^sinC = — c=*=Cv-- • 

X 

OU, si l'on veut, 

X 

(4) 

- = em-B)v^-i. 

X * 

substituons ces valeurs dans Téqualion (3 \ ou 

X sin A -4-^ sin B -h .5 sin C = o ; 
nous aurons 

Pour que cette équation ait lieu, il faut prendre des ; 
contraires devant C et B dans les exponentielles. Le 
mules (4) donneront alors 

X * X 

ou 



z = glA 4-B)V^-l £ :=; g-(A-4-C)V^-l. 

X * X 
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kk peut remarquer qu'en appelant x, y^ z et x', y y z^ les 
lK>rdonnées des ombilics, on a 

xx' =^yy = zz\ 

En tout cas, l'ensemble des ombilics pourra toujours être 
ii^réseiité par les deux équations 

ax x-by -r- cz ^ o, 
abc 

- H H =0. 

X y Z 



XXXV. — Foyers des courbes planes. 

On appelle foyer d'une courbe plane un point d'où l'on 
peut mener à cette courbe deux tangentes isotropes. C'est 
•ossiy si Ton veut, le centre d'un cercle de rayon nul double- 
■leni tangent à cette courbe; la corde de contact est la direc- 
trice correspondante. Cette définition est la généralisation 
toute naturelle des foyers dans les courbes du second degré. 

Soit 

Féquation tangentielle d'une courbe ; alors 



exprimera que y — P -f- ( x — a)y — i = o est tangente à la 
courbe. 

Supposons l'équation précédente, mise sous la forme 



P-+-V^iQ = o; 
alors 



eiprimera que y — ^ — {x — a)y ' — i = o est tangente à la 

courbe, et 

P=o, Q=o 

seront deux équations qui détermineront les foyers. Soit n la 
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classe de la courbe considérée, n^ sera le nombre de ses 
foyers. C'est du reste ce que Ton peut constater comme il 
suit : 

Par chaque ombilic du plan, on peut mener n tangentes a 
la courbe : ces 2.n tangentes se rencontrent en n^ points, qm 
sont les foyers. 

Il y a une exception à la règle que nous venons de signaler: 
supposons que la courbe considérée passe i fois par les om- 
bilics du plan; par chaque ombilic on pourra mener n — 21 
tangentes à la courbe, distinctes des i tangentes que Ton peu 
mener par l'ombilic même, et des i tangentes confondues 
avec la droite de l'infini; il y aura donc (n — 2iY foyers, 
intersection de ces droites distinctes des tangentes singu- 
lières dont nous venons de parler. 

Mais chacune des tangentes non singulières que l'on peut 
mener par un ombilic rencontrera les tangentes à l'autre 
ombilic en i points, ce qui fait en tout n — ni points de ren- 
contre; ces n — 21 points de rencontre, ainsi que les n — 21 
autres points obtenus en permutant les rôles des ombilics, 
sont des foyers réels, que nous appellerons avec M. Laguerrc 
les /oj'ers singuliers de la courbe. 

Il y a donc (n — 2 i)'^ foyers ordinaires et 2 (ai — 2 / ) i foyers 
singuliers, en tout 

foyers; mais, si l'on considère les foyers singuliers comme 
doubles, il y aura 

/i«— 4 m -r- 4 r«-^ 4/it — 8i* = n*— 4 «* 

■ 
foyers, qui, avec les ombilics qui sont des foyers d'ordre de ', 

multiplicité 21^, feront les n^ foyers dont une courbe de 

classe n est susceptible. 
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EXERaCES ET NOTES. 

i. On appelle podaire oblique d*une courbe, par rapport à un 

C*Dt O, le lieu des pieds des obliques menées du point sur les 
igentes à la courbe, ces obliques faisant un angle constant avec 
es tangentes correspondantes. Gela posé, prouver que : 
Toutes les podaires obliques d'un même point O par rapport à une 

rbe donnée G sont semblables. 
Les podaires obliques en question ont pour enveloppe la courbe G. 

!K. On mène toutes les tangentes à une courbe donnée G, ces tan- 
ites rencontrent deux droites fixes en A et B : soit M le milieu dcAB; 
1^ propose de montrer que, si Ton sait construire géométriquement 
^ tangente en un point quelconque de la courbe G, on saura aussi 
ftODStruire la tangente en un point quelconque du lieu du point M. 

^ 3. Trouver les foyers de la courbe 

ar* -r-y^ — 3 a a^ = o. 

I 4. Trouver les foyers de la courbe 

5. Trouver les foyers de la courbe 

x^ -r-^' = I. 

6. L'enveloppe de la courbe suivante, où est variable, 

X cos*" -T-^ sin'w 6=1, 
a pour équation 

7. Trouver Tenveloppe d'une corde de grandeur constante dans 
l'ellipse ou l'hyperbole. 

8. Trouver l'enveloppe des cercles coupant deux cercles fixes sous 
des angles égaux. (L'enveloppe se décompose.) 

9. Un angle de grandeur constante pivote autour d'un point d'une 
ellipse, ses côtés rencontrent l'ellipse en A et B; trouver l'enveloppe 
de la droite AB. 
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10. Si par un point O on mène une droite, cette droite rencontren 
une courbe d'orde m en m points A}, As, . . ., A^; déterminons su 
celte droite un point A, tel que 



m 



I 



OA, 



OA 



m 



le lieu du point A, quand on fera tourner la droite autour du point 0, 
sera une droite; trouver l'enveloppe de cette droite, quand on fail 
décrire au point O une droite. 

H. Trouver l'enveloppe de la conique suivante, où X, Y, Z sont 
des fonctions linéaires de x, y, 

X« X« - X ( X« -r Y> — Z«) 4- Y« ^ o ; 

conclure de là l'équation générale des coniques inscrites dans an 
quadrilatère. 

12. Trouver l'équation tangentielle des foyers d'une conique don- 
née, soit par son équation ordinaire, soit par son équation tao- 
genticlle. 

13. Trouver l'enveloppe d'une série de cercles ayant leurs centres 
sur une spirale logarithmique (r rt: e^) cl passant parle point auquel 
la spirale est asymptote. 

1 1. Trouver l'enveloppe du diamètre d'un cercle qui roule sur une 
droite sans glisser (cycloïde). 

1?>. Trouver rcnveloppc d'une série de cycloïdcs engendrées par 
les points d'un cercle variable, roulant sur une droite fixe; on su|>- 
pose que toutes les cycloïdcs ont un point de rebroussement commun. 
[La cycloïde a pour équations a: = a( a — sinw), ^' = a(i — cosm), 
u désignant un paramètre variable.] Y a-t-il une enveloppe propre- 
ment dite? 

16. On donne une courbe et un point O : sur chaque rayon vec- 



teur OM de cette courbe on compte une longueur OM' — 



CM 



a 



a étant un nombre constant ; on propose de tracer la tangente au 
lieu des points M', connaissant la tangente au lieu des points M. 
Prendre pour la courbe donnée une droite, un cercle, etc. 

17, On donne deux courbes; soient M et M' deux points pris sur 
l'une et l'autre courbe et tels que les tangentes aux courbes en ces 
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înts soient parallèles; prouver : i* que, N étant le milieu de MM', 
lieu des points N aura pour tangente en N une droite parallèle aux 
agentes en M et M' aux courbes proposées; 2** que, si par un point 
Le on mène des droites OP égales et parallèles à MM', la tangente 
t P au Heu des points P sera parallèle à la tangente en M au lieu des 
nnts M. 

18. Étant données deux droites concourantes AB et AG et un mo- 
nie A% on transforme la droite AB par rayons vecteurs réciproques 
D prenant pour pôles successivement tous les points de AG; on 
btient ainsi une série de cercles dont on demande l'enveloppe. 

19. On donne deux cercles G et G' et une courbe A à laquelle on 
ait mener les tangentes, on cherche les polaires d'un point M de la 
Durbe A par rapport aux cercles G et G' ; soit M' le point de concours 
te ces polaires : le lieu du point M' est une certaine courbe à laquelle 
»n demande de construire une tangente en un point donne. 

20. Les côtés d'un angle de grandeur constante touchent sans cesse 
lenx courbes fixes ; on propose de construire la tangente au lieu de 
ion sommet. 

21. On donne une droite et une courbe fixes, on mène les tangentes 
» la courbe; soit MT l'une d'elles, T désignant le point de rencontre 
de cette tangente avec la droite fixe DT : on mène la bissectrice de 
l'angle DTM : trouver l'enveloppe de cette bissectrice. (Étude du cas 
où la courbe donnée est un cercle.) 

22. Étant donnée une courbe, on lui mène des tangentes, et, par 
les points où ces tangentes rencontrent une droite fixe, on lui mène 
des perpendiculaires, ces perpendiculaires enveloppant une courbe; 
on demande de trouver le point où l'une de ces tangentes touche 
son enveloppe. 

2J. Soient />, y, r, . . . des normales communes à une droite et à 
les courbes fixes P, Q, R, . . .; supposons que l'on ait 

/(/>»y»''» ...) = o; 

I droite en question enveloppe une courbe G, et le point où la droite 

»uche son enveloppe G est le centre de gravité de masses t^» t-> 

- , - - - , placées sur la droite aux points où les droites />, 7, r, ... la 
acontrent. 
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24. Les distances p^ q d'une droite à deux points fixes P, Q sont 
liées par Tune des relations 

^y = const., "=consi., /?*-t- ^* = const., a/? h- 6^ = const.; 

construire le point où la droite touche son enveloppe et trouver la 
nature de l'enveloppe {voir l'exemple précédent). 

25. Trouver la plus courte distance de deux courbes (normale 
commune ). 

26. Trouver le plus court chemin d'un point à un autre passant par 
des courbes données. (L'angle d'incidence est égal à l'angle de 
réflexion.) 

27. Trouver le plus court chemin d'une droite à une autre, en pas- 
sant par une courbe donnée. 

28. Trouver sur une courbe donnée un point tel que la somme des 
carrés de ses distances à des points fixes soit un minimum. (Ce point 
est le pied de la normale abaissée du centre de gravité des points- 
fixes sur la courbe.) 



»««. 
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CHAPITRE IL 

ÉTDDE DES QUESTIONS QUI DÉPENDENT D'INFINIMENT PETITS 

D'ORDRE SUPÉRIEUR AU PREMIER. 



I. — Longneor d'an arc de courbe. 

On appelle longueur d'un arc de courbe la limite du péri- 
mètre d'un polygone inscrit dans cet arc et dont les côtés 
décroissent indéfiniment pendant que leur nombre croît indé- 
finiment. 

Nous ferons, au sujet de cette définition, plusieurs re- 
marques : 

I** Il est nécessaire de définir la longueur d'un arc de courbe; 
en eflet, l'égalité géométrique reposant sur l'idée de super- 
position (deux figures sont égales quand elles sont superpo- 
sables ou quand elles se composent de parties superposables), 
il ne saurait y avoir d'égalité possible entre une droite et une 
courbe. Une définition seule peut donc nous amener à la 
comparaison d'une droite et d'une courbe et à l'évaluation, 
en unités de longueur, d'un arc de courbe. Quoi qu'il en 
soit, nous avons en nous l'idée vague de la longueur d'un arc 
de courbe; la définition que nous avons donnée ne fait que 
préciser cette idée. 

2** Pour qu'elle soit acceptable, il faut prouver que la lon- 
gueur limite du polygone inscrit existe, et qu'elle ne dépend 
pas de la loi suivant laquelle on fait tendre ses côtés vers 
zéro. 

Rapportons l'arc à deux axes rectangulaires; soient x©, 
y^ et X, Y les coordonnées des extrémités de cet arc de 
L. — Traité tP Analyse, II. 6 
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courbe; prenons entre les extrémités n — i points de divi- 
sion, et soient (x,, r,), {x2, y^), (^rt_i,^v„_,) leurs 

coordonnées. En joignant ces points de division, on obtiendra 
un polygone dont un côté aura pour longueur 

ou, pour abréger, 

la longueur totale du périmètre du polygone sera 

1-1-1 



*=z^V'''^?-t-l^» 



OU 



Nous supposerons d'abord ~- =y croissant de r'o '*^ Y'. 

Soit/(:r) l'ordonnée du point correspondant à l'abscisse x; 
on aura, en appelant un nombre compris entre o et i, 

et par suite 

( 2 ) .ç - V \r, v/r [/\xi~^\Xi)\^. 

Or, si, sur l'ordonnée correspondant à l'abscisse .r/, on 

prend une longueur égale à y/i -r- [/X-^/)]"! ^c lieu des extré- 
mités des droites ainsi obtenues sera une certaine courbe 
ayant pour équation 

(3) ir) = v^l-[/'(^)r-, 

et l'expression (2) de 5 sera l'expression d'une certaine aire, 
comprise entre la somme des aires des rectangles de base Aj: 
inscrits et circonscrits à la courbe (3); or les sommes des rec- 
tangles inscrits et circonscrits ont même limite : l'aire com- 
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prise entre Taxe des x, les ordonnées i*^. Y et la courbe î . 

En effet, la diffiérence de ces deux sommes esté^le à^Ax Av, 

c'est-à-dire moindre que> M Ar, M désignant le maximum 

de ^y qui tend vers zéro, ou que Mi X — x » qui tend aussi 
vers zéro; l'expression (2) de 5 a donc une limite finie aussi. 

Le raisonnement que nous venons de faire convient encore 
au cas où y' serait décroissant, ou même alternativement 
croissant et décroissant, pourvu que ces alternatives de crois- 
sance et de décroissance ne soient pas en nombre infini. 

Cherchons maintenant l'expression de la différentielle de 
la longueur de l'arc de courbe. 

Soit s la longueur d'un arc compté à partir d'une origine 
fixe O prise sur la courbe ; cette longueur, d'après ce que nous 
venons de voir, est représentée par l'aire de la courbe dont 
l'équation est 

Or, si l'on donne à l'abscisse x l'accroissement dx. Taire de la 

courbe en question prend un accroissement compris entre 

deux rectangles ayant pour base dx et f>our hauteur r, et 

r, -h Ar, ; on peut donc prendre pour accroissement de l'aire 

en question r.rfx, qui sera aussi sa différentielle; mais cette 

expression est aussi celle de la différentielle de l'arc 5; on a 

donc 

ds = T, dx 

ou bien, en remplaçant/, par sa valeur. 

ds — /i —[f(^ tj* dx 
ou, ce qui revient au même, 

ds = /i —y'^ dx 
ou bien encore 



■^V-lÈ)'-^- 



84 CHAPITRE II. 

Donc : 

Théorème. — La différentielle ds de la longueur de 
Varc d^une courbe dont Vordonnée est y et V abscisse x 
est donnée par la formule 

ds = / 1 H- r'* dx ; 

si l'on fait passer dx sous le radical en observant que 
y'dx = dy, on a 



ds = ^dx^ -+- dy^ ou ds^ = dx'^ -\- dy^^ 

formules importantes (où les coordonnées sont censées rec- 
tangulaires). 

Corollaire. — On a vu que dx et dy étaient proportion- 
nels aux cosinus des angles que la tangente à la courbe fait 

avec les axes; cela résulte d'ailleurs de ce que -j- est la tan- 
gente de Tangle a que cette droite fait avec Taxe des x\ on 

a alors 

dx . dv 

cosa = , > sina = 



v/t/jT* -^ dy'^ yjdx^ -h dy"^ 

OU bien 



dx . dy 

cosa = — , , sina =r — - 

ds ds 



II. — Différentielle de l'arc dans divers systèmes de coordonnées. 

i® En coordonnées rectilignes obliques. — SoitO l'angle 
des axes : nous avons trouvé en coordonnées rectangulaires 

ds^ = dx^ -î- df^ ; 

donc c/5 est riiypoténuse d'un triangle rectangle dont dx ei 
dy sont les côtés; ds est donc rigoureusement égal, dans ce 
système de coordonnées, à la portion de tangente allant du 
point de contact à l'ordonnée voisine de ce point. Mais, dy dif- 
férant de ày d'une quantité du second ordre, on peut poser, 
aux termes du second ordre près, 

ds* = dx^-h^y*, 
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lire, à cet ordre d'approxi malien près, que la diflerenliclle 
lare, ou même que raccroissemenl As de cet arc, est 
polénuse d'un triangle rectangle dont Ax et Ar seraient 
olés; cette hypoténuse est précisément la corde de Tare As: 
i l'arc As et sa corde ne différent que par des termes du 
nd ordre au moins (nous verrons plus loin que la diffé- 
e est du troisième ordre); on peut donc, dans le calcul 
i différentielle de Tare, remplacer Tare infiniment petit 
;a corde. 

résulte de là que, en coordonnées obliques, la différen- 
; d'un arc pouvant être remplacée par la corde correspon- 
e et A V par ^/i*, on a 

ds- = dx' -T- dy* -r-idx dy cos 6. 

En coordonnées polaires. — Si l'on appelle {Jig- 20 
les coordonnées d'un point quelconque M de la courbe, 
rfr, 6 -^ rf9 les coordonnées d'un point voisin M'; la 
e MM' joignant ces points, que nous pouvons appeler rfs, 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle mixtiligne dont Tun 
:ôtés M'P sera Ar ou rfr, et dont l'autre côté sera Tare 




Tcle MP =: rrfO décrit de l'origine O comme centre avec r 
rayon; cet arc peut remplacer le côté rectlligne MQ qui 
on sinus. Quant à PQ égal à 



r( I — cos rfO ) = r h 

2 



ut être négligé comme étant du second ordre; or on a 
le triangle MM'Q 



MM' = MQ -f- QM' 
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OU, aux termes d'ordre supérieur près, 



ou 



ds^ = PM' -^ PAJ 



e/5»r- e/r»-^r2rfev 



3° Coordonnées bipolaires. — En appelant r, r' les rayons 
vecteurs et c la distance des pôles fixes ou foyers, on a 

, , ^rr'\rr(dr^-^ dr'^) — (r^-x-r'^-- c^)drdr'] 

ds^^= ^ — , — '■ -j 

P(p — c)(p--r){p — r) 

formule où Ton a posé 2^ = c -h /• -?- r'. Il paraît difficile de 
généraliser cette formule. 



III. — Des divers ordres du contact des courbes planes. 

Si Ton considère (/ig» 21) deux courbes ayant un point 
commun M et une sécante commune NN' rencontrant les 
courbes en des points N, N', voisins du point de contact, 

Fig. ai. 




mais faisant avec les tangentes en M des angles finis, les dis- 
lances MN, MN' et NN' seront en général de môme ordre; 
car les angles du triangle MNN' seront finis, leurs sinus aussi, 
et par conséquent les rapports MN : MN' : NN' aussi. 

Mais, si Tangle NMN' est infiniment petit ou, ce qui re- 
vient au même, si les courbes sont tangentes en M, les angles 
N et N' restent encore finis, MNetMN' sont de même ordre. 
Quant à NN', il est d'un ordre supérieur; en effet, on a 

MN __ MN; _ NiY 
sinJN' ~" sinN ~~ sinM' 
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^l N, N' étant finis et M inflninient petit, il faut que XN' soit 
d'ordre supérieur. 

L'ordre de NN' est indépendant de rorienlalion de la sé- 

canre NN'; en effet, en considérant une autre sécante, telle 

que XN", dans le triangle X X'N'', le rapport de NN' à N\^ est 

celui des sinus des angles opposés qui, par hypothèse, restent 

finis. 

Cela posé, nous dirons (et nous serons en droit de dire) 
que deux courbes, ayant un point commun M, ont en ce 
point un contact d^ ordre n, quand la portion de sécante 
menée dans le voisinage de M interceptée entre les deux 
courbes sera d* ordre /i -r i . Par rapport aux distances 
des points dUntersection au point M, on suppose d'ail- 
leurs que la position limite de la sécante n'est pas celle 
d'aune tangente en M à l'une des deux courbes. 

Cherchons maintenant les conditions du contact d^ordre n 
de deux courbes passant en M; soient^- et >'| les ordonnées 
des deux courbes correspondant à une même abscisse x; au 
point M on a y^=y^. Si Taxe des r (ce que nous suppose- 
rons) n*est pas parallèle à la tangente en M, nous pourrons 
considérer une sécante parallèle à l'axe des^', menée dans le 
voisinage de M; elle coupera les courbes en des points ayant 
pour coordonnées {x -|- Ax, y -i- Av) et {x -r- Ax, y^ -r Av, ). 
La grandeur de cette sécante sera Ar — A>'i, et, pour qu'il y 
ail contact d'ordre /i, il faudra que A^ — A>'| soit d'ordre 
/i -h 1 ; or (t. P% p. 126) 






• • » 



^y, 3= dy, -■- ^ d^y, --....- --f;^ ^"7. - ■ • ■ . 
donc 

A^ — Aji = ûT^ — dy^-^-—{d'^y - rf«j^,) ■- . . . 
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et, pour que A/ — A^V| soit d'ordre n -\- i, il faut que l'on ail 

dy = dyu d^y -^ d^yu . . . , d'^y = d^yx ; 
d'où l'on conclut le théorème suivant : 

Théorème I. — Pour que deux courbes aient en un 
point M un contact d^ ordre n, il faut et il suffit qu'en un 
point les différentielles ou les dérivées de leurs ordonnées 
soient égales jusqu'à l'ordre n inclusivement. 

Si l'on prenait pour variable indépendante, non plus J, 
mais une autre variable t quelconque, les conditions de con- 
tact d'ordre n seraient, en appelant x et^', x^ et j'i les coo^ 
données de deux points correspondant à une même valeur 
de / pour laquelle il y a contact, 



dy_ _dy^ 
dx ~dx\ 

d^y dx — d^x dy d^y\ dxx — d-x^ dy\ 



x-x„ y--y„ ;^--^. 



dx^ dx^^ 



auxquelles on satisferait en posant 

dx — dxiy d*x= d^Xi, .... d'^x = d'^Xi^ 
dy ^ dyiy d^y = d^yi, . . . , d'^y - d'^yù 

ces dernières conditions sont évidemment suffisantes, mais 
elles ne sont pas nécessaires. Elles expriment que les pro- 
jections ^x — A^i, et ^y — Aki d'une certaine corde com- 
mune sont d'ordre n-{- \, 

Ceci d'ailleurs se voit aisément sur un exemple particulier : 

ainsi l'on peut avoir dx = idx^ et ^- = -^, les deux courbes 

auront cependant un contact du premier ordre au moins; 
mais, si l'on a dx=. idx\^ il est bon d'observer que MM el 
MN', qui sont sensiblement parallèles, sont aussi à peu près 

dans le rapport de i à 2; -^t^ est alors fini, -jt^ étant fini; 

l'angle N est de môme ordre que M et NN' est à la limite 
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(arallèle à la tangente en M. .Vinfi. p>-^r *^\f riiErrr j:;-? i* -\ 
îourbes ont un contact «iorir^ 'î. il ?afirri i'r^rir^ •^--e 
les dérivées ou le^ dilIêrenûrrLe^ tie le'^r? ori>-iLrr*r j'rîî-r- 
par rapport à leurs aLs<ii>*e^ =*>nt le^m-crske-j jiî-^"i *- crir^ '. 
tnclusivement. 

On pourra aussi écrire, en prv-ajnt une rarîàLIe j--i-rpitE- 
dan te quelconque, que les diffcrenli-rll-es «ies drux> c*»r- 
données sont égales dans les «i^-ux. CA>urL*es jas-ju'a l".>r>ire /t 
inclusivement; /i des 2/1 équilîc-a? ilci' rcriles élallîr->n! un 
certain mode de dépendance â«?s iàr-*Ll-rî x et jr,, et îes n 
autres équations seront celle* ia c-^eiî**:!. 
I Pratiquement, pour écrire que deux. c--^«rLes ont an contact 
d'ordre /î, on différent! era l'expiation de Tune de ces courbes 
cl Ton supposera que les différentielles qui tlznrent dans le 
résultat soient tirées de l'équation de l'autre courbe. 
Si Ton %'eul, par exemple, exprimer que l'ellipse 

a uo contact du premier ordre avec la droite 

Y =r m JT — n. 

on écrira d^abord 

b sîn/ — ma cost — n. 

ce qui exprime que les deux lignes se rencontrent; ensuite 
on différentiera et Ton aura 

b cas i — — ma *in f . 

Les deux lÎCTes auront alors même dx et même </»'. et 
par suite elles seront Ungentes : cela revient à différentier 
; = mx -T- /i, après avoir remplacé x et y par leurs valeurs 
tirées des équations de Fellipse. 

Pour exprimer que deux courbes représentées par les 

équations 

(A) /(x,^ =0, F(x,^ =0 

ont un conUct d'ordre /î, il suffira d'écrire que les valeurs 
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^^ J'y y^ y" '. • • • ' y"t ^'rées (les équations (A) et de leurs 
dérivées 



01 



y :r = O' 



OX -^ Ôy ' 



dx* 
âx* 






' '' _i_ v*! il _L- v^ J!— z=. O 



ôxdy 
dxoy 



f'% 



ày 
d«F 



rfj. 



^7* ^ ^r " ""' 



sont égales, ce qui revient à écrire que Ton a 



(B) 



âx ' Ox ~ Oy ' ày ~ ôx^ ' Ox^ 



en d'autres termes, pour que les courbes (A) aient un contact 
d'ordre n en x, y, il faut qu'en ce point les dérivées de/ 
et F soient proportionnelles jusqu'à l'ordre n inclusivement. 
Si l'on rend les équations (A) homogènes par rintroduc- 
lion de la variable z et si l'on fait usage du théorème des 
fonctions homogènes, on voit que l'on pourra écrire, à la 
suite des rapports (B), les suivantes 

ôf f)F Oif ()^F O^f r;«F 
i)z ' Oz ()Z' ' Oz^ ôxôz ' Oxôz 

et les équations (B) pourront être remplacées par les suivantes 



ônf 



O'^F 



f)" f <)'» F 

ôx'*' ' Ox*^ "" Ox'*-^Oy ' ôx'^-^Oy ' 

qui expriment que les dérivées d'ordre n des fonctions/ et F 
par rapport aux variables jr, y^ z sont proportionnelles. 



Théorème. — Lorsque deux courbes variables 

se coupent en n -+- i points gui viennent se confondre en 
un seulM, elles ont alors en ce point un contact d* ordre n. 
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En appelant x, y les coordonnées de M, les points d'inter- 
clion qui se confondent en M à la limite ont des abscisses 
ae l'on peut représenter par a: -^ li^,x -r- Aa, . . . , x -4- A/i+i, 
lalorsç(j:-f- A) — <{/(a: -f- /t), différence des deux ordonnées 
.es deux courbes correspondant à Tabscisse x h- /i, s'annule 
)0ur A = A, , Aj, . . . • A/ï+j ; on peut donc écrire ( t. P*", p. 73 ) 

^(/i-^i)(A — A2)...(A — A;,+,) I ———- f-z—r. ' 

H désignant une moyenne entre A, A,,. . ., A„^|. Si l'on fail 
tendre A|, A2, . . . , A;,^| vers zéro, cette formule devient 

'^ >' Yv ; 1.2.3. ..(/i-:-i; 

celle quantité est évidemment d'ordre /i -i- i, quand on sup- 
pose A infiniment petit. Les courbes considérées ont donc, 
au moment où les points considérés se trouvent réunis en M, 
un contact d'ordre n en ce point. c. q. f. d. 

Les considérations précédentes supposent, bien entendu, 
que la formule de Tavlor est applicable aux coordonnées des 
courbes considérées; elles tomberont donc en défaut en cer- 
tains points que l'on doit considérer comme singuliers, bien 
«ju'ils puissent ne rentrer dans aucun des types signalés page 8, 
et que la singularité ne soit pas apparente à rœil. 

Lorsque, eu égard au nombre des paramètres variables 
qu'elles contiennent, deux courbes ont en un point quel- 
conque un contact de l'ordre le plus élevé possible, on dit 
qu'elles sont osculaU^ices. 

Par exemple, un cercle pouvant passer par trois points 
donnés, on pourra l'assujettir à passer par trois points d'une 
courbe fixe infiniment voisins; il acquerra alors avec cette 
courbe un contact du second ordre et sera osculateur. 

Parfois, pour des points convenablement choisis d'une 
courbe fixe, une courbe osculatrice de cette courbe fixe 
acquiert un contact d'un ordre plus élevé qu'aux autres 
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points; dans ce cas, on dit qu'il y a surosculation. Ainsi, 
par exemple, le cercle osculaleur d'une courbe qui passe 
ordinairement par trois points de cette courbe, confondus en 
un seul, peut accidentellement contenir un quatrième point 
et devenir surosculateur ; c'est ce qui arrive aux- sommets 
d'une ellipse. 

IV. — Droite osculatrice. 

Proposons-nous, par exemple, de déterminer les coefficients 
de l'équation de la droite 

de telle sorte qu'elle soit osculatrice d'une courbe donnée. 
L'^ de la droite et celui de la courbe devront être les mêmes 
pour une même valeur de jc, ainsi que leurs dérivées; or, en 
diflerentiant (i), on a 

(2) dy -- a dx\ 

les équations (i) et (2) devront avoir lieu quand à Yy de la 
droite on aura substitué celui de la courbe. Cette substitution 
étant supposée faite, on a 

dv , dy 

et l'équation de la droite osculatrice devient 

X et Y désignant alors les coordonnées courantes; c'est 
l'équation de la tangente, on devait s'y attendre. 

Cherchons les points pour lesquels il y a surosculation : 
pour cela, différentions encore (2), en substituant à Vy de la 
droite celui de la courbe; on aura 

(3) d^y=.o. 

L'élimination de a, b entre (i), (2) et (3) fera connaître la 
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relation qui doit exister (inclépendainment de Téquation de 
la courbe) entre x et ^' pour qu'il y ait surosculation ; le 
f résultai de rélimination est IVquation (3) elle-même. 

Ainsi, aux points où la tangente devient surosculatrice, 
- on a cl^j^ = o; ces points portent le nom de points d^ in- 
flexion . 

En un point d'inflexion, la tangente coupe la courbe; ce 
fait devient évident, si l'on remarque que la courbe coupant 
trois fois sa tangente doit être mi-partie d'un côté de sa tan- 
gente, mi-partie de l'autre côté. Autrement, prenons la tan- 
gente au point d'inflexion pour axe des x et la normale pour 
axe des v; l'équation de la courbe sera de la forme 

V = z>(x) 

ou, par la formule de Maclaurin, 

y = a — ùx — cx^ — dx^ -^ . . . . 

Mais, pour x =z o, on a y ^^ o : donc a = o ; pour or == o, ^ 

est nul aussi : donc 6 = o; de plus, la distance y d'un point 
de la courbe à la tangente doit être du troisième ordre pour 
qu'il y ait contact du second ordre; donc le terme en x^ doit 
disparaître aussi, et l'on a 

y = dx^ -i- ea** -4- . . . ; 

V change de signe avec x pour de très petites valeurs de x : 
Jonc l'axe des x coupe et touche à la fois la courbe au point 
d'inllexion. 

Dans certaines courbes il existe des points où la tangente 
) un contact du troisième, du quatrième, du cinquième, etc. 
^rdrc ; s'il y a contact du troisième ordre, la tangente ne coupe 
plus la courbe, le point d'inflexion est réel, mais il n'est 
^lus apparent; l'équation de la courbe est alors de la forme 

jr = ex^-\- fx^-^ 

Lorsque l'équatioa d'une courbe se présente sous la forme 
^K-^-.y) = ^» ^^ s^"s '^ forme homogène 
I) f{3c,y,z)^o, 
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il existe une méthode élégante pour déterminer ses poiii*^! 
d'inflexion. 

Soient, pour abréger, /,, /j, /a les dérivées i^' /» /î 
soient, de niênie,/H,/,2,/<3,/22,/23î/33 les dérivées -^» 

3-^> -,—r^ -T~i> -r-^' r^* ^^ points d inflexion s obtien- 
dx ôv ôx oz Oy^ ôy oz oz* ' 

dront en écrivant que d^r=zo; on peut alors diflerentier 

Téqualion (i) deux fois, en n'écrivant pas le terme en ePy^ 

qui est nul; on a ainsi 

fidx^/tdy ^ o, 

/, , dx^ -r 2/n dx df -i-/« djy* = o, 

ce qui donne, en éliminant dx et </>', 



M 



/ii/î / Vu/i/î 'At/\ = o. 



Cette formule jointe à (i) déterminera les points d'inflexion. 

Toutefois il faut observer que la formule (2) peut avoir Heu 

sans que la courbe possède pour cela un point d'inflexion en 

(jr, y); c'est ce qui arriverait si Ton avait, par exemple, 

dv 
/", -__ 0,/^=^ o, ce qui exige que le rapport -— soit indéter- 
miné. Ainsi Téqucition (2), outre les points d'inflexion, 
détermine encore certains points singuliers. 

L'équation (2») peut encore s'écrire, comme il est facile de 
le constater, 

' /il /li f\ 



(3) 






--0, 



et, si l'on observe, en appelant m le degré de/, qu'on a 

{m — \) f\= f\\x -^ fxty -^ fx%z, 

{m— l)/2=/îlX-f-/ît7-+-/23'5, 
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^Ji formule précédente deviendra, en combinant convenable- 
Beni ses lignes et ses colonnes, 

/il /tî /il 

; U) fu /îî /î3 -^ o. 

I /jl /jî /j3 

Telle est Téquation qui, jointe à ( i i, fera connaître les 
points d'inflexion. Seulement il faut observer que Ton a sup- 
posé que/i et /g n'étaient pas nuls à la fois, en sorte que ('4) 
a lieu pour les points qui satisferaient aux équations 

/i = o, /î = o, / ^ o ou /, -r o, 

c'est-à-dire pour les points singuliers où -^ se présente sous 

la forme -• 
o 

Si /est algébrique de degré /n, l'équation (4) représentera 

une courbe dite hessienne àe f •= o, et de degré 3 {nt — 1 1, 

en sorte que le nombre /des points d'inflexion d'une courbe 

de degré m est donné par la formule 

qui pourra parfois, comme on le verra, se trouver en défaut. 

Remarque I. — Il est bon d'observer que, pour établir la 
formule (4), il a fallu supposer que /t. /2^/z n'étaient pas 
de degré o; en effet, en remplaçant x/u — yf\i-r- ^f\% par 
(m — i)/i, • • -, puis en divisant par m — i pour introduire 
le terme y*i 3, on suppose m — i ^o. Ainsi, en écrivant l'équa- 
tion de la parabole sous la forme x — = o, on pourrait 

lui trouver une infinité de points d'inflexion, Téquation (4) 
devenant identique pour/= x — —• En réalité, il n'y a pas 

de point d'inflexion dans cette parabole, ce dont on s'assure 
en mettant son équation sous la forme xz — y'^ = o; la for- 
mule (4) devient alors absurde. 
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Remarque II. — SI /est homogène entier et du se 
degré, le hessien est égal au discriminant, el il ne pe 
avoir de point d'inflexion que si ce discriminant est 
c'est-à-dire si la courbe /= o se réduit à un système de ( 
droites. 

Remarque III. — Lorsque tous les points d'une coi 
sont des points d'inflexion, cette courbe serJ'duit à une drc 

ou à un système de droites. El, en eflet, si Ton suppose 

nul, quel que soit x, ~- reste constant et v est d« 
forme ex -h c'-, c et c' désignant deux constantes. 



V. — Du cercle osculateur. 

Le cercle pouvant élre assujetti à passer par trois poi 
le cercle osculateur d'une courbe aura en général un cor 
du second ordre avec cette courbe ; nous allons chercher 
déterminer les éléments. 

Soit 

l'équation du cercle cherché, que nous supposons oscula 
en:r, j';si l'on difl'ércnlie cette équation en supposante/)', 
remplacés par le dj' et le d-y de la courbe, on aura oxpi 
qu'il y a contact du second ordre, et il viendra 

j r/x2 -+- rf/2 -h ( j'—}) d\y =--. o; 

d'où l'on tire 

d.r^--i-dy^' 



J-? = - 



X — X = 



d'y 

dv dx^ -- dr^ 



dx d^y 
et l'équation ( i ) donnera 



Xi^ _ ( dx^ -^ dy^ y dx^-^dy^ 
"V d^y ) —dx^—' 
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d^ydx y* * 

. ày , 
a posant -^ =^ • 

En des points particuliers le cercle osculateur pourra pos- 
eder avec la courbe un contact du troisième ordre; en ces 
joints appelés sommets, on a, outre les équations (\) et (2), 

Zdyd^y-^{y^'^)d*y = o, 

L'élimination dej^ — ^ entre cette formule et la dernière 
équation (2) donne 

dx^^dy^ _ ^dyd^y 
d^ "" d^y ' 

ou 

en posant 

Nous allons maintenant étudier diverses propriétés du 
cercle osculateur. Un cercle est d'autant plus courbé i\\xv 
son rayon est plus petit, et il est naturel de dire que la cour- 
bure d'un cercle est mesurée par l'inverse ^ de son ravon. De 

tous les cercles, celui qui se rapproche le plus d'une courbe 
est son cercle osculateur, et la courbure de la courbe sera 
naturellement mesurée par l'inverse du rayon du cercle oscu- 
lateur. 

On peut justifier d'une autre manière cette façon de mesurer 
la courbure : soit {fig- 22) AB un arc de cercle; menons les 
rayons OA, OB et les tangentes AC, BC; l'angle O ou son 
égal BCD est ce que nous appellerons l'angle de contingence ; 
le rapport de cet angle à l'arc AB est l'inverse du rayon ou la 
courbure de AB. 

Si Ton appelle s l'angle de contingence d'une courbe quel- 
L. — Traité d'Analyse, II. 7 
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conque, cVst-à-dire Tangle de deux tangentes ou de deax 
normales infiniment voisines menées par les points M et M' 

dont le premier soit fixe, et ds Tare MM', le rapport -j- pourra 

s'appeler par analogie la courbure de la courbe en M. Nous 

Fig. 21. 




allons voir qu'elle est égale à Tinverse du rayon du cercle 
osculateur. 

Nous observerons à cet eflel que Tangle de contingence 
est la différence des angles que la tangente en x, y el au 
point voisin x 4- dx^y-^ rfrfait avec un axe fixe, Taxe des X" 
par exemple; en appelant ^ l'angle que la tangente enx,/fai^ 
uvcc Taxe des Xy on a 



On a donc 



el, par suite, 



. , r/v 

— a'v, tanfrc? -. y ~ -;- 



, dy d^ y dx 

^dx dx^-, dy* 



d' y dx y' 



ds ^ ^' 

(dx^-r dy^)^ (ii-r'2)î 



la valeur de ^ est donc bien égale a l'inverse du rayon du 

cercle osculateur, que Ton appelle pour cette rahon cercle de 
courbure, et son rayon, rayon de courbure. 
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VI. — Application à quelques exemples. 

Lorsque l'on veut calculer le rayon de courbure d'une 
:ourbe, on peut faire usage de la formule 

0) R = ^^fl; 

mais il vaut mieux, quand j^ n'est pas exprimé en fonction de 
X, faire usage de la formule suivante, que Ton obtient en 
transformant la précédente de telle sorte que la variable indé- 
pendante, au lieu d'être x, soit tout à fait quelconque; on a 
alors, en observant que 

,_dy g _^ d^y dx — d^xdy 

^ ~ dx' ^~ ~d^^ ' 

(^expression suivante de R : 

s 

(^dx^-^dy'^^ 



(2) R = 



d^y dx — d^x dy 



On devra prendre le second membre qui contient un ra- 
dical, avec un signe tel que R soit positif. Toutefois on peut 
donner un signe à R, celui de ^ ou de d^ydx — d^xdy^ 
snivant que l'on fera usage de la formule (i) ou (2). Alors on 
pourra dire que le rayon de courbure ou la courbure est 
positif ou négatif en un point, suivant que l'arc de courbe 
en ce point tournera ou ne tournera pas son centre de cour- 
bure vers les^ positifs. Il y a évidemment là une convention 
arbitraire, mais qui pourra avoir son utilité dans certains 
cas. Nous allons maintenant appliquer les formules (i), (2) à 
quelques exemples. 

Parabole. — L'équation de la parabole est 

/ X* 

(») r=— ; 
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on a 


1 alors 






par 


suite, 


réquation 


(i) donne 

P^ 



La normale à la même courbe est donnée par la formule 
Si l'on changeaitj^en j' -h ~> Téquation (a) deviendrait 

l'expression de K ne changerait pas, mais celle de N devien 

drait '- — > et 1 on aurait 

'^P 

Ainsi, dans la parabole, le rayon de courbure est double d<^ 
la normale comptée du point de contact jusqu'à la direclric^- 

Ellipse et hyj erbole. — Les équations 

re])résentcnt une ellipse, et les équations 

e? -\- e-9 , e? — e~9 

X -- a , y = o 

a a 

une hyperbole. Si, en prenant cp pour variable indépendant* 
on applique la formule (2), on trouve pour l'ellipse 

i ». 

P _ (a*sin*cp -^ 6*cos'<p)* _ (a*sin'ç -+- 6'cos'f )' 

~ a6(sin*© -^ cos*«p) ab 
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, en appelant N la normale', - 



dx 
b *' ' -l 



a 



on en conclut, par rélimination de ^, 






ou, en appelant /> le demi-paramètre, " -'Vr'^- 

On a une formule analogue pour Thyperbole. 

Cycloïde. — Considérons encore la cycloïde donnée par 

les équations suivantes, où t désigne un paramètre variable 

et a une constante, 

X = a{t — sinf), 

^ = a(i — cos/). 
Si OD lui applique la formule (2), on a 

R = a = 2' a v I — cos t. 

1 — cost 

La normale à la cycloïde est donnée par la formule 

N = a /a — 2 cos t = 2* a v/i — cost ; 

d'où roD conclut 

R = 2N. 

^nsi, dans la cycloïde, le rayon de courbure est double de la 

îiormale. 

VII. — Propriétés générales concernant la courbure. 

Il est souvent commode de prendre Tare pour variable 
indépendante, quand on étudie les propriétés d'une courbe; 
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dans ce cas, rexpression de la courbure prend une forme élé- 
gante. Reprenons la formule (2) du paragraphe précédent 

" • ti^y dx — d^x dy 

et écrivons-la ainsi 

I _ ( d^y dx — d^x dy )* 
H* " (dxt-^~dy^~f '' 

si l'on appelle s l'arc de courbe, on a 



(1) •-:•. 

• • * 


dx^ -i- dy* --- ds* ; 






• • • 

• ■ 


I _ (d^ydx — d^xdy)* 
K» ds^ 



Or on a identiquement 

(d^ydx— d^xdyy rrr (d*x*\d\y*)(dx*' dy*)-(dxd*x-{- dyd^yY; 

si l'on diflférentie la formule (i) par rapport à s. il vient 

dr d^x -r- dr d^y = o. 
La formule précédente devient alors, en avant égard à (i), 

( dh' dx — d^x dy )« - ( d* x* -i- d*y*)ds''y 
et (a) devient 

^^ R2 ■ y ds^ / \ds^J ' 

les coordonnées a, ^ du centre de courbure peuvent se mettre 
sous la forme 

.^ ^K „ ,^ dx 

(4) » = — «5J' ?=^^"â- 

11 est souvent avantageux de faire entrer dans Tétude des 
courbes le rayon de courbure et l'arc; les dérivées -rj^ -j^ 
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peuvent s'exprimer au moyen de R : il suffit pour cela de 
combiner l'équation (3) avec 

. _ d^x dx d^ Y dy 

^^^ ""^H^-ds-^dt^Ts' 



obtenue en diflférentiant 



dvV 



On trouve alors 

-, d*x _ I dy d*y _^ i dx 

^ ^ dF ~~ Rdi' "57» ~ — H "Si 

ou, en appelant <p Tangle que la tangente fait avec Taxe des x^ 

d^x I . d^y I 

Nous allons utiliser ces formules pour établir deux théo- 
rèmes importants : 

Théorème I. — La distance d'un point d'une courbe à la 
tangente au point infiniment voisin est égale, aux termes 
du troisième ordre près, au carré de Varc divisé par le 
double du rayon de courbure. 

En effet, la tangente en {x,y) a pour équation 

la distance/? du point x -j- tix^y -r ^y à cette tangente est 
donnée par la formule 

_ dxly — dylx _ dx\y — î^dy 
^~"^ y/dx^ ^'dyi "" "■ d~s ' 

or 

^y = dy-^\d*y-^\d^y-^..., 
Ix =. dx -^ \ d*x -i- J d^x -r- . . . , 
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et il vient, en négligeant les termes du troisième ordre, 

^ = - '- -dT'' - -■ ' ST^ 

ou enfin 

ds^ 

p = -^' C. Q. F. D. 

Théorème II. — La différence entre un arc injiniment 
petit et sa corde est du troisième ordre; elle a pour exprès- 

ds^ 
^'^'^ MÎT» 

En effet, soient x,y les coordonnées d'une extrémité d'un 
arc infiniment petit ds\ les coordonnées de son autre extré- 
mité seront j: -f- \x,y -+- A>'ou, en prenant Tare pour variable 
indépendante, 



x-hdx-k-\ d*x -{- -^d^x-k-.. . et y -^ dj- -\- \ d^y -h i d^y -f-. . 
la corde c du petit arc ds sera alors donnée par la formule 

ou 

c^ = (dx H- -l d^x -h J d^xy -\-{dy + \ d^y -h \ d'^y)^, 

en négligeant les termes du quatrième ordre. 
En effectuant les calculs indiqués, il vient 

Ic' = dx^ H- dy^ -\-(dxd^x-h dy d^y ) 
-f- \ (rf«x* -h d^y'^) -h \{dx d^x -f- dy d'^y); 

or on a 

dx^ -+- <ly^ = ds^ 

et, en différentiant, Tare étant variable indépendante, 
( 7 ) dx d^x -\- dy d*y = o ; 

en différentiant encore, on a 

d*x^ -\- d*y^ -\- dx d^ X -\- dy d^y = o 
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OU, en verlu de (3), 

^5* 



(8) — {dx d^x -^ dy d^y) ^ d^x^ -^ d^}ri ^ 

Uéquation (6) donne, en vertu de (7) el (8), 

ou 



R* 



Si Ton développe le radical par la formule du binôme, on a 






€;n négligeant les termes du qualrièmc ordre, on en conclut 

I ds"^ 

formule que nous voulions établir. 

YIII. — Développées des courbes planes. 

Reprenons les équations qui ont servi à déterminer le centre 
de courbure d'une courbe 

0) (x- a)» -f- (>-?)«= Ri, 

(^) (x^7L)dx-^-(y—'})dy^o^ 

(3) dx^ H- dy^-^[y - })d^y = o, 

€t qui s'obtiennent en diflférentiant deux fois la formule (i). 
Interprétons successivement chacune de ces équations. 

1° L'équation (i), abstraction faite de son origine, exprime 
l«e R est la distance du point (a, P) au point {x, y) variable de 
'a courbe; l'équation (2), obtenue en différentiant (i), 
exprime que le point {x,y) est choisi de telle sorte que rfR 
soit nul, c'est-à-dire de telle sorte que R soit minimum ou 
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maximum ; mais réquation (3) exprime que rf^R = o, c'est- 
à-dire que le point (a, ^) est dans une situation telle qu'il 
n'y a ni maximum ni minimum. 

Or (2) est réquation de la normale en x^y quand on con- 
sidère a et ^ comme coordonnées courantes ; ainsi la plus 
courte ou la plus grande distance rectiligne d'un point à une 
courbe se compte, en général, sur la normale passant parce 
point, excepté quand le point donné est le centre de courbure. 

2° L'équation (2) représente, comme nous l'avons dit, la 
normale à la courbe en x, y. Désignons, pour abréger, par 
N=:: o cette équation; l'équation de la normale voisine sen 
N 4- rfN = o, et le point de rencontre des deux normales 
infiniment voisines sera donné par les équations simultanées 

N = o, N -r- d'S — o ou N — o, é/N — o. 

Or (3) est précisément dN = o; les équations (2) et (3) font 
donc connaître le point (a, p) d'intersection de deux normales 
infiniment voisines. Ce point est précisément le centre de 
courbure. 

Ainsi deux normales infiniment voisines se coupent au 
centre de courbure. 

3" Le lieu des intersections successives de deux normales 
voisines est rcn\eloppe de ces normales; donc Ven%'eloppt 
des normales d^une courbe est le lieu des centres de cour- 
bure de cette courbe; on lui a donné le nom de développée 
de la courbe. Si la courbe A est la développée de la courbe B, 
on dit que B est la développante de A. 

4'' DiflTcrentions les formules (1), (2), en observant que 
a, (3, R sont fonctions de x\ nous aurons 

{x-aL){dx- dT.)-, {y-^){dy-d^)=^dK, 
{dx — dx)dx -,' {dy — d^)dy — (7 — p )d^y = o. 

En vertu de (2) et (3) ces formules se simplifient et donnent 

(4) (x-a)t/a--0'-i3)c/? = Re/R, 

(5) d%dx-,-d'^dy^.o\ 



dy ds 

du d'i 



dy dx ' 
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la seconde de ces équations montre que la direction d%y dp 
de la tangente à la développée est perpendiculaire à la direc- 
tion dxy dyde la tangente à la courbe proposée ; donc la nor- 
male à la courbe proposée touche la développée, ce que Ton 
savait déjà. 
Or (2) donne 

et (5) donne 

. donc 

I 

^ ^—i_y — ^_ (T-'jL)d%-r-(y—^)dp _ /(j: — a;'-.-(/— 3)^ 
; dx d^ " dx^-^dl^* Y dx^-r-d'i* 

i 

I c'est-à-dire, en vertu de (i) et (4), si l'on désigne par do- l'arc 
de développée, 

-d^ = d, ^" ^"-^^'• 

On déduit de là 

R — Rq =5 — ^0» 

Ri désignant la valeur de R pour t =:= Tq* Cette formule montre 
que la portion d*arc de développée n — t©, comprise entre 
\ les deux rayons de courbure R et Rq, est égale à leur 
différence. 

C'est cette propriété qui a fait donner à la courbe que nous 
étudions le nom de développée. Supposons que Ton attache un 
fil en un point de la développée et que ce fil soit d'abord en- 
;, roulé sur un arc de cette développée; si Ton déroule le fil, 
il restera tangent à la développée, et son extrémité libre décrira 
la développante. 

Nous allons maintenant faire des applications des théories 
précédentes à la recherche de quelques développées. Deux 
moyens, qui rentrent au fond Tun dans l'autre, vont s'offrir 
à nous : 

I** En considérant la développée comme l'enveloppe des 
normales, on écrira l'équation de la normale à la courbe pro- 



^ 
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posée en fonction d'un seul paramètre, si faire se peut, et 
Ton en cherchera Tenveloppe par le procédé connu. 
2** On fera usage des formules 

(o) < 

qui lient les coordonnées d'un point (^, JK) ^^ la courhe à un 
point (a, P) de la développ'^e ; on éliminera ensuite x^j, dx^dy 
d-y entre ces équations et celles de la courbe différentiée deux 
fois : la résultante en a, ^ sera Téquation de la développée. 

Remarque. — Si Ton se donne une relation entre a et ^ 
et si, entre cette relation >p(a, P)=to et (6), on éliminai 
et 3, on aura une relation entre x, j\ dx^ dy^ d^y qui sert 
l'équation différentielle de la développante de la courbe 
(p(a, P) = o. 

On peut aussi trouver la développante en cherchant le lieu 
des points obtenus en portant sur chaque tangente une lon- 
gueur égale à Tare compté à partir d^un point fixe. 

Les courbes algébriques ont les mêmes foyers que leurs 
développées; cela tient à ce qu'un foyer d'une courbe est un 
point d'où l'on peut mener deux tangentes isotropes à la 
courbe. 

Or deux tangentes isotropes sont aussi deux normales iso- 
tropes; caries droites isotropes sont perpendiculaires sur elles- 
mêmes, leurs coefficients angulaires étant y/ — i et — y/ — i- 
Les normales isotropes d'une courbe sont des tangentes iso' 
tropes de la développée, et par suite les foyers de la courbe 
sont des foyers de la développée. 

Réciproquement, les foyers de la développée sont des foyers 
do la courbe; car, par les foyers de la développée, on peut 
mener deux tangentes isotropes à cette développée, qui sont 
aussi des normales isotropes à la courbe propos 'e ou des tan- 
gentes isotropes à cette courbe. 

Nous reviendrons sur cette question des foyers des courbes 
et de leurs développées pour expliquer un paradoxe : il semble, 
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»n effet, au premier abord, que le nombre des foyers d'une 
courbe soil une fonction bien déterminée de son degré comme 
sa classe, et que par suite le degré d'une courbe soit le même 
que celui de sa développée. Il n'en est rien, et nous allons 
bientôt le voir sur de nombreux exemples, et, je le répèle, 
nous expliquerons plus tard pourquoi. 

IX. — Applications des théories précédentes. 

Développée de V ellipse, — Nous prendrons les équations 
de Tellipse sous la forme 

a' = acos^, / = 6sinç; 

l'équation de la normale sera 

(i) ^j'cos^ — axsinîp -^c'sin^cosç. — o. 

Pour trouver la développée de Tellipse, il suffit de chercher 
Venveloppe de cette normale; pour cela, nous différen lierons 
son équation par rapport à ^, ce qui donnera 

[ puis, entre cette équation et (i), nous éliminerons ç. Pour 
faire cette élimination, on multiplie(i)par sin^, (2) parcos'^; 
on retranche et l'on a 

On trouve d'une façon analogue 

hy ■=. c* cos' o. 

Ajoutant ces équations, après les avoir élevées à la puis- 
sance I, on a 

{axy-r-{byy = c» : 

» 
c'est l'équation de la développée de Tellipse. Ecrite sous 

forme rationnelle, cette équalion devient 
elle est donc du sixième degré. 
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La discussion de cette courbe est facile; elle possède 
quatre rcbroussements sur les axes. 

Si Ton construit une courbe semblable à la développée de 
Tellipse, elle aura pour équation 

% 111 

et, si Ton fait converger b vers a, cette équation devient 

111 

c'est Tcnveloppe d'une droite de longueur constante qui glisse 
entre deux droites rectangulaires. On pourrait appeler cette 
courbe la développée du cercle; nous la rencontrerons bientôt 
dans une autre théorie. 

Développée de Vhyperbole. — Si l'on représente l'hyper- 
bole par les deux équations 

X — a y 

Y — b » 

un calcul analogue à celui qui a été fait pour l'ellipse nous 
donne l'équation de la développée de l'hyperbole 

1 1 >. 

{axY — {byY -- c*. 

Cette courbe a deux rcbroussements sur l'axe des x et 
quatre branches infinies. 

La développée de l'hyperbole équilatèrc est 

OU 

Développée de la parabole, — On pourrait trouver la dé- 
veloppée de la parabole en cherchant l'enveloppe de sa nor- 
male, dont on prendrait l'équation en fonction du coefficient 
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angulaire, par exemple. Mais, pour varier Jes méthodes, nous 
la chercherons en observant que l'équation d'une normale à 
\a parabole 

y* — ipx 
est 

\ (\) y — mx — pm — p — • 

Par un point donné (^,^), on peut donc en faire passer trois, 
dont deux peuvent être imaginaires ou confondues. Or le lieu 
des points d'où Ton peut mener deux normales confondues 
est évidemment la développée; on aura donc, en général, la 
développée d'une courbe en exprimant que l'équation de la 
I normale en fonction d'un paramètre variable a deux racines 
égales. La condition pour que (i) ait deux racines égales est 



'C^^y-r^- 



ou, par un changement de coordonnées très simple, 

^ 27/»' 

cette courbe est \^ parabole semi-ciibiqu'^. 

Développée de la cycloïde, — Les équations de la cycloïde 

sont 

X — a{u — sinM ), 

y = a{i — cosa); 

celle de la normale au point a{u — sinw), a(i — cosw) est 

(x — au-^ a sinK)(i — cosu)-h(y ~ a - acosa)sina — o, 

ou 

x{i — cosu)-r-y s'inu = au{i — cosa), 

et, en différen liant, 

X sin u -H^cos a — a( I — cos u) -i- au sin u. 
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Si l'on tire de ces équations j: et^ en fonction de «, on a 

X = a(a -1- sinu), 
X = — a( I — cosm); 

ce sont les équations de la développée. 

Si Ton transporte l'origine au point dont les coordonnées 
sont X = aT.^ y =^ — 2 a, on trouve 

X — — ar. -h a M -4- a sin u, 
y = a-^a cosm, 

et, en faisant w = tc -h w', on a finalement 

X = a{u' — sin a'), 
y = a{\ — cosw'); 

ce sont les équations d'une cycloïde égale à la première. Ainsi 
la développée de la cycloïde est une autre cycloïde égaie et 
semblablement placée ; mais le sommet de la seconde cycloïde 
coïncide avec l'un des points de rebroussement de la prc^ 
mière. 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier cette proposition 
par la Géométrie, ce qui est très facile en observant que \e 
rayon de courbure est double de la normale. 

Développante du cercle, — La recherche des dévelop- 
pantes est du ressort du Calcul intégral; mais la développante 
du cercle est une courbe remarquable, qu'il est bon de con- 
naître : aussi en chercherons-nous Téquation. 

Pour trouver l'équation de la développante du cercle, il 
suffit de chercher le lieu des points obtenus en portant sur 
les tangentes au cercle des longueurs égales à l'arc corres- 
pondant compté à partir d'un point fixe. Nous ferons passer 
Taxe des x par ce point fixe et l'origine des coordonnées sera 
au centre du cercle. En appelant Rie rayon, o»R l'arc compté 
à partir du point fixe, les coordonnées du point correspon- 
dant de la développante seront données par les formules 

a' = R coso) -f- wR sinio, >'=Rsinio — (joRcosco. 
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«a forme de la courbe est celle de deux spirales se rencon- 
ranl sur le cercle en formant un rebrou ssemen t. 

La podaire de la développante du cercle, par rapport au 
centre, a son rayon vecteur égal à l'arc Rcu; c'est donc une 
spirale d'Archimède. 

Si Ton ajoute les équations ^i), après les avoir élevées au 
carré, on a 

d'où Ton conclut, en posant x^ -r-y^ = r*, 



Vr*— R* 

Cl) = . • 

R 
Il CD résulte Féquation suivante, en coordonnées polaires : 



i/r* — R* / v/r- — R* 

X. — Rayon de courbure en coordonnées oblitiues. 

Si, dans la formule 

d^y dx — d^x dy 

(fui donne l'expression du rayon de courbure en coordonnées 
rectangulaires, on pose 

(2) X ^= x' — j^'cosO, y = y i\n^, 

x'eiy seront les coordonnées du point {Xjy) dans un système 
ie coordonnées obliques, dans lequel le nouvel axe des x 
coïncidera avec l'ancien, et dans lequel le nouvel axe des y 
era l'angle 6 avec l'axe des x. Des formules (2) on tire 

dx ^ dx' -\-dy cos^, dy — dy's\i\^, 

d^x = €fix^-hd^ycos^f d^y = d^y's'in^; 

l'on fait c/^x'=o et si l'on porte ces valeurs dans (i), 

3 a 

1 

_ (dx'^ -f- df* -f- 2dx'dy cos^)* 
d*ydx' sin^ 

L. — TraiW d'Analyse, II. 8 
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OU, en supprimant les accents, 

^ ^ d^y rfx sin e ~ y^în^ 

Nous ferons une application de cette formule à l'ellipse 
rapportée à deux diamètres conjugués. Son équation est 

(4) a*y-\ b^x^=- a^b^. 

Cherchons le rayon de courbure à Textrémité du diamètre b: 
il faudra faire j: = o, y= b,y ^= o: on a, en di(rérenliant(4)> 

a^yy-^ b^x = o. 

a'^yy-\- «V* — 6* = o: 

en faisant x = o, r =■ 6, y= o, on a 



aibv'=^ —b^ 



ou 






b_ 



La formule (3) donne alors 



K = 



a- 



6sinO 



formule très simple et facile à construire. Pour les sommet?? 
elle conduit à la conslruclion suivante, parfois utile : soienl 
{fig* '^3) SÏUV le rectangle circonscrit; A, A', B, B' le^ 

Fig. 23. 



.:^- -r 



\ 



V 



;B' 



sommets de Tellipse. Joindre A'B et du point S mener une 
perpendiculaire à A'B, la prolonger jusqu'à l'axe BB'; O est le 
centre de courbure pour le sommet B. 



x^ 



La parabole, pour laquelle on a jk=^ — ■ y^= "" ^ -~= ' 



i!iri9ixE!rT PETITE »'om»ii: frptftiirm. 11!% 

lonne aa point où ell* renconlpe >«>n diamètre qui pis>e p«r 



orio:uie, V = o. r = o el 

VJ ■ * -m 



ce qui conduit à une construction très simple. 

n. — Rayon de c o i ub i u e en coordoBBées hoBOfènas. 

L'équation générale des cercles langents à une courbe 
donnée de degré m 

0) /' JT, V, 5 ■ = O, 

an point (x, jk, z). est 

h) (X - X .« — i Y — V * - , Z - - î = /. . V, - Y/, — Z/i ^. 

•^•' /îî /a désignant, comme plus haut, les dérivées de/, 
el A un coefficient indéterminé. En effel, Téqualion {^-jt^ esl 
celle d*un cercle, car Z — :; = o, puisque Z := :; = i . En outre, 
ce cercle passe par les intersections de la tangente 

\/i — . . . = o 

avec le cercle de ravon nul (X — jr'i* -i- i V — r )^ = o ; ainsi 
le cercle en question a deux points en x, r^ 5, confondus 
avec la tangente à la courbe. 

Exprimons qu'il est à une distance du troisième ordre de 
la courbe; la puissance du point x 4- Ax, y -+• A>', 3 -j- A3 
devra être du troisième ordre, ou, si Ton veut, la formule {'^l) 
sera vérifiée, aux termes du troisième ordre près, en rempla- 
çant X par X -f- Ax H- . . . ou par x -{- dx -^^d^x -{'. , . ; on 
aura, en n'écrivant pas les termes nuls S/ dxy 

dx^ -H dy^ ^ dz'^ = \\{f^dix -4-/2 d^y -^f^d^z)\ 

Yoxï 

\ __ o.ds'^ 

" fxd^x-r-Std^y^f^d>z' 




it6 

ou simplement 

(3) 
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en observant que dz = o. Or on a 

/iidx* -h 2/itdxdy-h/tidf* H-/j d^x-^ftd^y = o; 
tirant de là/« d^x -\- f^d^y^ la formule (3) donne 



X = 



— 9.(t/j:*— dy^) 



/, i dx^ -4- a/,5 dx dy -\-ftt dy^ 



dy __ fx 



OU, observant que y- = — ^- > 



(4) 



X = 



"'-*VÎ--/Î) 



fuf\-^Atfift-^fttf\ 



I^c dénominateur peut s'écrire 

/il /u /l 

/îi fi\ fi 

A h o 

ou, en faisant usage des relations qui existent entre /et ses 
dérivées {voir p. 94), 

/il /ij /is ! 

/2I fit /î3 

/si /s» /s 3 



{m-iy 



Appelons H cette expression, et nous aurons, au lieu de (4)r 

-2(/î+/J). 

Téquation (2) devient alors 



(5) 



2(x-^)' 



il 



2 Vi = o. 



I!fFlXIME5T PETITS D*OftDftE SCPÉftIECft. I 17 

Les coordonnées da centre sont données parles formules 

~" H — '^ 

€t l'on a 

Si l'on se rappelle que "^^ > — sont les cosinus des 

\/\jf\ V/Î-/Î 
angles que la normale fait avec les axes, on en conclura 

celte valeur du rajon de courbure 



R = 



H 



^Jd voit qu'il est infini pour H = o, c'est-à-dire en un point 
<1 inflexion, ce qui était évident a priori; en sorte que celte 
remarque pourrait constituer une seconde manière de trouver 
les points d'inflexion. 

Si l'on fait/J -r/^ = A*, on pourra écrire ainsi Féquation 
da cercle osculateur : 



(x-^-j^/.y-(Y-:r-â/'y = 



H» 



On serait arrivé à ce résultat en appliquant aux formules 
données plus haut les règles de la difl*érentiation des fonctions 
implicites. 

Xn. — Rajon de conrimre en coordonnées polaires. 

Pour trouver l'expression du rayon de courbure R d'une 
fiurbe en coordonnées polaires, on peut partir de la formule 

~~ d^ydx — d^xdy ' 
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qui donne le rayon de courbure en coordonnées rectangu- 
laires, et efiecluer le changement de variables donné par les 
formules de transformation de coordonnées, qui servent à 
passer des coordonnées rectilignes x^ y aux coordonnées 
polaires r, 0, à savoir 

(2) a: = rcos6, ^' = rsin6. 

Pour effectuer les calculs d'une façon élégante, on peut mul- 
tiplier la seconde formule (2) par ±^^ — i et l'ajouter à la 
première; on a ainsi les formules équivalentes 

et, en différentiant, 

( 3) \ 

\ dx — dy \J— I = e-^»^> (rfr — ^— 1 rd^ ). 

Si Ton multiplie ces équations membre à membre, on trouve 

(4 ) dx^ -4- é/j» = rfr» -4- r»ÉW«. 

En différentiant les équations (3) et en prenant rf=* = o, 
on a 

(5) -^ \ _ ^ _ 

{ d^x — d^y /rrr = e-ev-1 (dir — iL /— i drd^ — rd^^ ). 

Si l'on multiplie la première équation (5) par la seconde 
équation (3), et la seconde équation (5) par la première équa- 
tion (3), si l'on retranche ensuite les résultats après avoir 

divisé par 2 y/ — i , il vient 

d^ydx — d^xdy ^- — (rd^rd^ — idr^d^ — r^d^^), 

et par suite la formule (1) devient, en changeant le signe du 
second membre, ce qui n'a pas d'inconvénient, puisque ce 
second membre comporte le signe zb, 



rd*rd^ — 2dr*dii — r»^ô3 
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Les points d'Inflexion s'oLli-ja^e::: rn. ï^jiç«:-îAiî F = x : 
sont donc donnés en coonJono-^t*^ coLkirs:? par là i.rmui^ 



Applications. — La spinJ^r lorsuitûml^yK^ a J»-? tj^^û. a 

h désignant une constante: on en o>Q-:lït l'eTpr^^iion *«:- 
vante du ravon de coorbore 

2 

t* • 

R = — ^-^ : 



le ravon de courbure est donc pro|>ortioan<rl â ^. c'^^t-^-dir* 
au rayon vecteur r. 

Soient ^^Sr^. 24 • M un point de la «pinJ^. O Forizin*- ^' 



Fj. il. 



. iT 



le centre de courbure: le triangle MOC reste semblable à lai- 
même quand le point M se déplace, car la normale MC à la 
spirale fait un angle constant avec le ra^ on vecteur et MC reste 
proportionnelle à OM. L'angle OCM reste consUnt. et le 
ravon vecteur OC de la développée fait an angle constant 
avec la tangente à cette courbe, qui par suite est aussi une 
spirale logarithmique. 

La spirale d'Archimède a pour équation 

*on rayon de courbure sera donné par Téquation 

^~ -ik^^k^h^' 
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Cette formule peut s'écrire^ en appelant N la normale, 



ik^ 



Remarque, — On peut trouver directement le rayon de 
courbure en coordonnées polaires, en observant que l'angle 
de contingence dt est égal à cTO -h rfV, V désignant l'angle 
que la tangepte fait avec le rayon vecteur. Ainsi 



1 _ rfÇ^-r-rfV 



ds 



et, comme tangV = -t-> 



I d^ d rd^ 

formule identique à (2) quand on effectue les calculs. 



XIII. — Rayon de coorbare en coordonnées bipolaires. 

Soient (y?^. 25) MM' un arc dô courbe; MF et MF' les rayons 
vecteurs de M issus des foyers fixes F et F', M'F et M'F' les 

Fig. 25. 




rayons vecteurs du point voisin. Soient, de plus, MF = //, 
MF'= m', MM'= rf^, FMO = a Tangle que la normale fait 
avec MF, F'MO = a' Tangle que la normale fait avec MF'. 
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On a, en comparant la somme des angles des triangles IMF, 
lOM', 

on, en observant que Tare MP décrit de F comme centre a 
pour valeurs Fu et dscosoi^ 

^ dscoBJL , ., ds cost! , , 

O = ai, O = ai . 

u u 

Soit R le rayon de courbure; on tire de là 



donc 



(I) 



I 


cosa 


dn 
ds' 


I COSï' 

H u' ~ 


du' 

• 


R 


u 


ds' 




( 1 cosx^ 


\J\ 


cosa'\ 


d% 

m 



c'est de cette formule que Ton déduira la construction du 
ravon de courbure. 

Ellipse. — Dans l'ellipse a = a', on a donc 

1 COS2 I CO!»a 






H u \\ u: 

OU 



1 

^ = cosa 
K 



on peut encore écrire 

R MM 

ou, en appelant a a le plus grand axe. 

I «cosa 



R uu' 



• 



On peut encore transformer cette expression, quoiqu'elle 
donne une construction fort simple : on a, en appelant ic 
la distance focale et 26 le petit axe, 

4c* = M*-f- m'* — îMw'cosaa, 
4c* = (M-i- a')' — 4aa'cos'a, 
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d^OÙ 

ros*a= — , > uu = — r-: 
uu cos*a 

donc 

b^ 



R = 



a cos' a 



Ovales de Descartes, — Les ovales de Descartes oot pour 

équation 

u -r- au' -- b; 

on a, comme l'on sait (p. 3o), 

sina _ fin __ 

d'où 

sina — a sina', 

cosat/a = a cosa'doL', 
l^a formule (i) devient alors 

/i cosa\ / I ^^^^'\ _ cosa' 

d'où Ton tire 

I . , sina'c()s*a sinacos*»' 

pr sin( a -r- a ) — f- - — , • 

R u u 

On en déduit la construction de R. 



XIV. — Rayons de courbure en coordonnées multipolaires. 

Soient /?!, /?2, ' • ' •> Pn les distances d'un point M à dc?^ 
centres fixes P|, P^» • • •> P^î une équation non identique 

entre /?i, ^2» • • • -. /^« représentera une courbe, dont le rayon 
de courbure peut se construire géométriquement, comme 
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311S allons le voir. Soit ds rélément d'arc de la courbe (ii ; 
IfTérentiant (i), on a 

Or, en appelant x^ y les coordonnées rectangulaires du 
point M et a,, bi celles du point P/, on a 

p] :- (x — «/ }i — (y - - bi 2 

et, en dififérentiant deux fois, 

Si l'on divise l'équation (3) par/?/, elle exprime que -^ est 

le cosinus de l'angle a/ que l'élément ds fait avec le rayon />/; 
SI l'on divise (4) psiT pi^ on aura alors 

d^Pi I II 

ds^ Pi Pi ? 

.-désignant le rayon de courbure de la courbe <'i ., c^tte for- 
'nule peut encore s'écrire 

d^Pi I . . tin 2/ 

^ii* Pi p 

^1(21 devient 

yffl-f V^ />/" /*in*ï/ s\tïii\ 
' — cosat/co«aty ~ > - - ( j — o. 

mdffpiOpj ' ^^Opi pi p / 

d'où l'on tire 

I _ ^^dpiôpi ^^ffpi Pi 

^ 7 -^ *ina/ 

^| 1 OD applique celte formule à l'ellipse qui a pour équation 

Pi — Pi- 2flr, 




124 

on trouve 



CHAPITRE II. 



sin*3| sin^a] 



y = -El 



pt 



sina|-t- %\n%t 



ou bien 






mais ai =: 71 — a^ : on peut donc écrire 



Vi/>t 



^/'î-^/'i^sinai 



ou 



p sinai est donc moyenne harmonique entre les rayons vec- 
teurs />| et/>2* Lsi même méthode s^applique à la leraniscate 
en écrivant son équation 

^^^P\-^ log/?f = const., 
aux ovales de Descartes, etc. 

XV. — Rayon de courbure des podaires. 
Soient ( fi g, 26) MM' une courbe, QQ' sa podaire relative au 

Fig. q6. 




pôle P \ soient PM =: p, R le rayon de courbure de MM', ds son 



élément d'arc, rfs ^ — s«ja aaile i 'loa^Lx-afiJ». •> -ec O l-i* 

milieux de PM el de PM . 

QO et Q'(y soot les aormali» i Li z*'j*iil^. it i*:a n^ :z, i^ 
courbure R| sera donné par U formxle 

Cm'f 

(1) Ri=^: 

on a de plus 

(2) QQ^=i</sis = :^, 

or Q'0'=PO'; QO diffère de CH^» ou PO don terme Ja 
deuxième ordre ; donc les trîan^le^ Q ^JO e*. I^» «ont •:;îau\. 
en sorte que Fangle O'Q O =^ OP»> =: </t>. On a. d'ailleurs. 

( 3 ) C = QOQ' — 0<iO = -kdz — </«> : 

(i), (a;, ' 3 I donnent alors 



ou 



En appelant [jl Tangle que ds fait avec le rayon vecteur, on a 



p</ti> ds dz^ 

sm 11 = = s -j- . 

^dp* — f,^div^ ' ^ 

La formule précédente donne alors 

I 51 R . 



OU 



- = Tj- -H -j OU G = ^ — ; 
9 Kl G KsinfjL 
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donc p est movenne harmonique entre Ri et -5-^ — • On a, si 
» •' ^ » RsinfjL 

Ton veut, 



R, ^ -_—''-, 



'ii 



as — R sinfi 

d'où résulte une construction simple du rayon de courbure 
de la podaire. Cela posé, on construira facilement le ra\oiJ 
de courbure de la strophoïde, de la lemniscate de Ber- 
nouUi, de la cissoïde, si l'on observe que ces courbes sont 
les podaires respectives de la parabole par rapport au pied de 
sa directrice, de l'hyperbole équilatère par rapport à son 
centre, de la parabole par rapport à son sommet. 

La transformée par rayons vecteurs réciproques d'une 
courbe a pour cercle osculatcur le cercle dans lequel se 
transforme le cercle osculateur de la courbe proposée. Cette 
proposition résulte de ce que le cercle osculateur est celui 
qui passe par trois points infiniment voisins. Si Ton se rap' 
pelle que la courbe polaire réciproque d'une courbe donnée 
par rapport à un cercle est la transformée par rayons vecteur^ 
réciproques de la podaire de celte courbe, il en résultera gé^ 
ncralemcnt une construction simple du rayon de courbure d^ 
la podaire d'une courbe, quand on connaîtra celui de sa po^' 
hiire réciproque. 



XVI. — Quelques obserrations sur la théorie du contact. 

Considérons l'équation d'une courbe mise sous la forme 

y ~ a- - bx ~- cx^-T- dx^ '^. . . ; 

la droite j>'= a 4- bx est tangente à cette courbe; en effet, la 
différence des ordonnées de la droite et de la courbe est 
^-■-^(0 -h (/j: 4-. . .); au point commun a: = o, jk = a, cette 
différence est donc du second ordre : donc, etc. 

La parabole y ^= a -^ bx -\- cx^ aura avec la courbe, au 
point a; = o, ^ = a, un contact du second ordre ; car la diffé- 
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•ence des ordonnées des deux courbes est x'«//-^. . .), c'esl- 
i-dire du troisième ordre. Lorsque c sera oui, la parabole 
osculatrice se réduira à une droite, et le point j: = o, ^' = /ï 
sera un point d'inflexion. 

La parabole y z= a -\- bx -\- cx^ -r- dx^ aura avec la courbe 
un contact du troisième ordre, etc. 

Considérons maintenant Féquation d'une courbe sous la 
{orme/(2r, y) = o. Si nous donnons à x et à y des accrois- 
sements Ç, 7j et si nous considérons ç et 7^ comme des coor- 
doDoées courantes, Téquation de la courbe prendra la forme 
suivant^, où /n ,/i ^^fi^^ • - • désignent les dérivées àef(x^y) : 

(') ?/i -^ rj^ -+- 7^ (/il 5* - Viî ^.; -^/îî^.' ) -^ . . . o. 
L'équation 

(») ?/i - r./, r- o 

€st l'équation d'une tangente. En effet, les premiers membres 
de(i)et (2) ont mêmes dérivées partielles du premier ordre 

pour ç = o, r, = o, donc mêmes -^ • La courbe 

1 * ^ 

aavec (i) un contact du second ordre, car elles ont pour ; = o, 
7. = 0, mêmes dérivées partielles premières et secondes, et 

par suite mêmes ~> mêmes --=^y etc. 
Plus généralement, considérons la courbe 

elle aura avec la courbe (i) un contact du second ordre, car 
les dérivées premières des premiers membres de ces équations 
seront proportionnelles, ainsi que leurs dérivées secondes 

pour 5= 0, Yi = o: les$ et ^ seront alors les mêmes, et il 
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est clair que cet énoncé est susceptible de généralisa lioo. 
Ceci posé, rendons (i) homogène; nous aurons, en appe- 
lant m le degré de/, et en supposant a; == o, j^ = o, 

en n'écrivant pas les termes nuls et en écrivant s^u lieu de :;. 
on a 

nous aurons de même, en n'écrivant pas les termes nuls et en 
vertu du théorème des fonctions homogènes, 

Prenant alors C — m(/n — i), B — 2 (m — i), A = 1, la for- 
mule (3) deviendra 

?*/ii -+-T^*/« -^ Ç*/3j -+- 2/mt,Ç -+- 2/,, ;{ -h a/u^Ti = o ; 

cette équation est celle d'une conique osculatrice. Quand lo 
point xy est un point d^ntlexion, trois des points de contact 
sont en ligne droite; la conique en question doit donc se ré- 
duire à deux droites, et Ton a 

/il /lî /i3 I 

fil /îî /î3 , ~ o. 

fzi fzt fzz 



Nous retrouverons cette conique osculatrice plus loin sous le 
nom de polaire conique. 

XVII. — Théorie des ronlettes. 

Je rappelle que l'on dit qu'une courbe roule sans glisser 
sur une autre, quand, ces courbes étant sans cesse en contact, 
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*s distaaces de deux points de contact successifs comptées 
ur la courbe fixe et sur la courbe mobile sont égales. 

Quand une courbe roule sans glisser sur une autre courbe 
ixe, un point quelconque du plan de la courbe mobile décrit 
me courbe appelée roulette, La courbe fixe est la base, la 
rourbe mobile est la courbe roulante. 

Rapportons le système à deux axes fixes Ox^ Oy et aussi 
I deux systèmes d'axes rectangulaires toÇ, «oti, liés à la courbe 
roulante. Soient a, b les coordonnées du point w par rapport 
ï Ojc et Oy. 

Soient X, Y les coordonnées du point de contact M des 
Jeux courbes, ?, r^ les coordonnées du point P qui engendre 
la roulette par rapport aux» axes OÇ, Oti, etx,jKses coor- 
données par rapport aux axes fixes; soient enfin u, v les dis- 
Lances du point P à la tangente et à la normale commune à 
la base et à la courbe roulante en M. 

Prenons pour variable indépendante l'arc s décrit, soit sur 
la base, soit sur la courbe roulante par le point M, et soient 

les équations de la base par rapport aux axes fixes; 

les équations de la courbe roulante par rapport aux axes co^, 
car,. Calculons les coordonnées x, y en fonction de Ç et tj ; à 
cet effet, servons-nous des coordonnées auxiliaires m, i^; nous 
aurons 

J? = X -+- UC0S{U, x)-r- i'COS(p, x), 

j^ = Y -h M cos( M, 7) -T- i' cos(i^, y). 

Si Ton désigne par un accent les dérivées relatives à 5, on 
pourra écrire 

( x = \-^u\'—vr, 

or on a 

5 = x,-+-ax;-i;Y;, 

T, = Y,-^MY',-f-i;X'i, 
L. — Traité d'Analyse, II. 9 
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d'où l'on lire 

les équations (i) deviennent alors 

^ (7 = y-+-($-xô(X;y'- y',x',-(t,-y,)(y;y' + x',x'); 

ce sont les équations de la rouletle. 

Avant d'aller plus loin, observons que, R désignant le ravon 
de courbure d'une courbe en M, on a, en prenant Tare pour 
variable et appelant x^y les coordonnées du point M, 

y y -h .r' y = o : 

d'où 

(a) .-=K' -'=-r 

Cela posé, appelons pr et . - les courbures de la base et de 
la courbe roulante; en differentiant ('?.), on aura 



M' = - ( î - X, ) Jj'l - (T. - Y, ) Ja - X',» - Y',« 



bii 



ou Dicn 



«■ 

"== ïï;-'- 



(4) 

II 






H, 
Si Ton différcntic alors les formules (i), on a, en vertu de (a\ 

X ^ \ — ^ ( u Y ~v\')-\- u'\' - v\\ 
Y^- Y'-t- •'-(wX'-v>Y')-f-M'Y'-hP'X'; 
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en vertu de (i) et (4), ces formules donnent 

i r — Y 



ou 



bien 



(5) 






1— '=(ïï;-s)(.>'-^>^ 



on tire de là 



ce qui prouve que : 

Z^a normale à la roulette passe par le point de contact 
(le la roulante et de la base. 

En ajoutant les formules (5), après les avoir élevées au 
carré ^ on a 

n désignant la droite PM qui joint le point M de la roulette 
au point de contact de la roulante et de la base. On en con- 
clut, en appelant o* l'arc de roulette, 

(6, d. = {y^-^yds; 

en dîflerentiant (5), on a 

-a7'=G'(j-Y)-G(/~Y'), 
y=G'(a: — X)-4-G(ar'— \'), 

G désignant, pour abréger, ^ H- s-* Multiplions la première 
par^, la seconde par x', et ajoutons; nous aurons 

-yar'-4-ary=G'[(j-Y)/-f-(a:-X)x'] 
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OU, en vertu de (5), 

^y-y^'= G«[(^'- X')(^ -¥)-(/- Y')(ar — X)] 

OU, en éliminant encore x', y au moyen de (5), 

yy_yj:'=Gî[Y'(a:— X) — XX^' — Y) — Gn«], 

c'est-à-dire 

3dy —y x' •= G*(ncos«p — Gn*), 

p désignant Tangle que fait la droite n avec la normale com- 
mune à la base et à la roulante ; il en résulte 

x^y — y 3^ _ 1 ncoscp — G/i' 
ou, en appelant p le rayon de courbure de la roulette, 



= (h-^r:) 



n n 



•="*'?- r-r; 



Si l'on suppose R| = oo et si le point décrivant est sur une 
droite mobile roulante. 



n^ 



^ RcOSCp — 71 ' 

mais dans ce cas ç = -, et l'on a p =: /i, ce qui est une pro- 
priété connue de la développante de la base. 

XVIII. — Digression snr on théorème de Cinématique. 

Théorème I. — Quand une figure plane se déplace 
infiniment peu d'une manière quelconque dans son plan, 
il existe un point dont le déplacement est un infiniment 
petit du second ordre. 

Pour le démontrer, rapportons la figure mobile : i® à deux 
axes fixes Ox et Oj^ situés dans son plan ; 2® à deux axes coÇ, 
iùy\ mobiles, mais invariablement liés à cette figure mobile. 



Les fonnales de transfonniU^n de* cx^rdonnt^f 3cviii>eTonl 



« X = Xf — z r:t* z — t sm =. 
(,. * l . ' ' ' 

• V = r, — l fin z. — 7 c-;»* s, 

-^é- y% désigrnant le$ coordonnées du p*oînt cj et ^ désirant 
V angle de o>i avec Ox- On dédoît de ces formules 

I dr = dTf — • «in z. — T cc»5 z dz. 
f dv = </v# — \ c<>53 — T fin z dz. 

(Nous D^avons pas dî fièrent ié i et 7 . parce que, les axes mobiles 

éUDt liés à la figure mobile, les coordonnées i« 7. d*un point 

I de cette figure restent constantes. • Ces équations peuvent 

^ ailleurs s'écrire 

djT = <£r» — \Y — r^^ dz, 

dr = dr^ — X — Xe d:^. 

Si l'oD suppose dx = o, dr = o, alors Ajr et A>* seront du 
second ordre, le déplacement du point • J^yV) sera du second 
"''dre, et l'on aura 



(h 



^ dx^ — ( ; «in ^ -;- T, cos ^)dz = 0, 

* 

( ^'0 -^ ( ; cos ^ — T, sin 5 W^ = o. 



^^s deux équations détermineront un et un seul point (;, T.'i, 
^^cepté toutefois si rfs = o ; ce point, dont on aura les coor- 
données fixes X, y au moyen des équations (i), a un dépla- 
^^'ïientdu second ordre. 

Ce point est ce que Ton appelle le centre instantané de 
^''^ution. 

Supposons \ et r^ non plus invariables, mais donnés par les 
''^■aiions (3); le lieu des points Ç, tj, obtenu en éliminant 
^^Ire (3) le paramètre variable dont les variations détermi- 
'^^nt le mouvement, est le lieu des centres instantanés dans la 
"&Ure mobile : c'est une courbe C. Les équations (3) repré- 
sentent, si l'on veut, cette courbe C. Les équations (i) repré- 
sentent le lieu C du centre instantané dans le plan fixe, pourvu 
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que Ton y suppose Ç et r, donnés par les formules (3). Diflé- 
rentionSy en nous plaçant à ce point de vue, les formules (i): 
nous aurons 

dx — dxQ — ( Ç sin o -^ T, cos ^)d^-^{d\ coso — dT^ sio ^X 
dy = dya -\-{\cos^ — Tj sinîp)rf<p -^{d\ sinip -^ dr^ cosç) 

ou, en vertu de (3 ), 

dx = d^ cosç — dr^ sin tp, 

dy = d^îÀu^ -\- dri coso. 

Multiplions la première par cos ^ , la seconde par sin ^ et retran- 
chons; nous aurons, dans le premier membre de rëquation 
résultante, la projection u du déplacement du point {x^y) sur 

Taxe 0)$ 

u = d\. 

En appelant r la projection du même déplacement sur 
Taxe wTj, on aurait (^ = <f/i : il en résulte que, quand on donne 
à la figure un déplacement infmiment petit, le centre instan- 
tané se déplace dans la figure mobile et dans le plan fixe de 
quantités égales en grandeur et en direction (aux termes du 
second ordre près); les différentielles des arcs de courbe C 
et a sont égales, leurs projections sont égales; donc ces deux 
courbes sont tangentes et roulent l'une sur l'autre sans glis- 
ser •, donc : 

Théorkme II. — Le déplacement dUine figure plane 
dans son plan peut toujours s'effectuer en faisant rouler 
sans glissement une courbe im^ariablement liée à la figure 
mobile sur une courbe Jixe, et cela d'une seule manière. 

Car : i°le centre instantané de rotation est bien déterminé; 
2° quand deux courbes roulent l'une sur l'autre, le point de 
contact a un déplacement infiniment petit du second ordre ; 11 
est, par suite, le centre instantané de rotation (cela résulte de la 
définition même du contact du premier ordre); il y a des cas 
où le centre instantané pourra être rejeté à l'infini. 11 y a plus, 
si d'f est toujours nul, les axes mobiles resteront toujours 
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parallèles à eux-mêmes ; il u\ aara plus de centre însLaDtaDé, 
elle mouvement sera un mouvement de translation. 

Corollaire I. — Quand une figure se meut dans son 
plan, les normales à toutes les c^'Urbes décrites par les 
différents points de la figure mobile pussent par un point 
fixe [le centre instantané de r<*tation . 

CoEOLLAi&E II. — Pour troui'er le ftoint où une courbe 
ini'ariablemen t liée à la fifi ure mobile touche son en sreloppe 
on cherche le centre instantané de rotation^ et de ce centre 
on abaisse une normale sur la courbe em^eloppante : U 
pied de cette normale est le point cherché. 

Pour trouver le centre însUmlané. d'après ce qui vient 

d être dit. il suffit de savoir mener la normale à deux courbes 

<lécriies par des points différents de la figure mobile. Si. par 

exemple, une droite de longueur constaute a ses extrémités 

$Qr deux droites reclan claires, le centre instantané s'obtiendra 

c« menant parles extrémités A. B de cette droite des per[>en- 

ti'culaires OA. OB sur les deux droites fixes : le point O de 

'^'ocontre de ces deux droites sera le centre instantané. Soit M 

^^ point de la droite AB; il engendre une ellipse : MO sera 

'«• normale a cette ellipse au point M. 



JLViU. — Sur les épicycloides. 

\^épicycloïde est une roulette engendrée par un point de 
^ circonférence d'un cercle qui roule sans glisser sur un 
* '^ Ire cercle fixe. L'épicvcloïde porte le nom A" hvpocycloîde 
*1 ^aod le cercle mobile est intérieur au cercle fixe. 

Soient R le ravon du cercle fixe, r celui du cercle mobile 

*^*^nsidéré comme positif dans Tépicvcloïde ordinaire et comme 

'^^gatif dans rhvpocvcloïde: soit A le point décrivant dans la 

ï^^sition qu'il occupe lorsqu'il est le point de contact du 

'^^rcle roulant et du cercle fixe. Prenons pour axe des x la 
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droite qui joint le centre O du cercle fixe au point A; dési- 
gnons par a l'angle dont a tourné le centre du cercle mobile 
quand le point décrivant s'est transporté de A en une posi- 
tion M quelconque ; par x^ y les coordonnées du point M ; 
posons enfin 

le théorème des projections fournira très simplement les rela- 
tions {fig, 27) 

!a? = (R -f- r)cosa — rcos(a-+- P), 
7 = (R-+- r) sina-— rsîn(a-h ?). 

La construction du rayon de courbure et de la normale à 
cette courbe découle des formules du paragraphe précédent : 
ainsi la normale au point M passe par le point de contact 
des deux cercles, et le rayon de courbure p est donné par la 
formule 



= (h - 



COSCp — îr — 



n n 
R 



Dans le cas actuel, cette formule se simplifie ; on a, en efleU 



/? 

COSÏ) = j 



et Ton trouve, au signe près, 

nR 
^ K -f- 2 r 

ce qui donne une construction bien simple du rayon de cour- 
bure p ; on voit qu'il suffît de prolonger la normale n d'une 

/iR 
quantité 77 > que l'on construira comme il suit : 

Soient {Jlff' 27) O' le centre du cercle mobile, N le point de 
contact des deux cercles; on prendra NK=2r-i-R ou, si 
l'on veut, on prolongera le diamètre du point N de R, on 
joindra MK, on mènera OC parallèle à MKL, et le point C 

sera le centre de courbure de l'épicycloïdc, car NC = ^ • 
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[Par le point C, menons CS perpendiculaire sur CN ; il est facile 
'de voir, par la comparaison des triangles CNS, N'NM, que NS 

test constant et éeal à 5 On a alors OS = rz » de 



NS 



ar 



sorte que (T^ ^^ IT» '^ système des deux cercles, ayant pour 

NS 
rayons — et OS, est donc semblable au système des cercles 

; proposés, et il est facile de voir que l'arc BS est égal à 



Fig. 37. 




7^^^' 




Parc CN. Si donc on prend BP égal à la demi-circonférence 
du cercle SCN, l'arc CSN sera égal à l'arc NA; le point C 
engendrera alors une épicycloïde semblable à la première. 
Donc : 

Lu développée d'une épicycloïde est une autre épicy- 
cloïde semblable à la première. 

Si, dans les formules (i), que nous écrirons 

a? = ( R -+- r) cos a — r cos a > 

' r 

/» \ • . R -^ r 
jr = (R-h r) sina — rsma 9 



on fait une transformation de coordonnées, en faisant tourner 
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les axes de l'angle t: ^> on trouve 



37 = ( R -1- r) cos (a-f-ir^j— r cos I a ^ " r ) 



et, si l'on fait a -h tt 5- = a', on a 



a: r - ( R -^ r ) COS a' — r cos 



(, .- .. « r_^) , 

^ — (R -~ r) sin a' — rsin ( 7: -H a' — ^^^ ) • 

Or les équations d'une épicycloïde engendrée par un cercle 
de rayon — r roulant sur un cercle de rayon R -h 2 r sont 

R -^ r 

a; = (R-r- r) cos a' -4- r cos a! , 

ti • / . , R -^ r 
j' — (^R -h D sin a -T- rsin a ; 

elles coïncident avec les précédentes, d'où il résulte que : 

Toute épicycloïde peut être engendrée de deux manières 
en faisant rouler un cercle sur un autre. 

On voit que répicycloïdc a pour tangente la droite MN 
qui Tenveloppe ; il est facile de voir que c'est le diamètre d'un 
cercle dont le rayon est ir et qui roule sans glisser sur le 
cercle fixe. Ainsi : 

U épicycloïde est V enveloppe du diamètre d^un cercle 
mobile qui roule sur un autre sans glisser. 

Citons encore la proposition suivante de Cliasles : 

Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une 
épicycloïde est une autre épicycloïde. 



INFINIMENT PETITS D*ORDRE SUPÉRIEUR. iSg 

□L. — Sur les courbes remarquables de la famille épicycloîdale. 

Quand le rapport p- est commensurablc. l'épicycloïde est 

évidemment une courbe algébrique. 
i'^ Quand R =r^ r, on a 

a: — 2 R cos a R cos 2 a, 
j' — 2R sina — R sin2a 

ou, en transformant les coordonnées, 

J^ --( 2R — 2R cos a) cos a, 
y —{iiï{ — 2R cos a) sina; 

si l'on regarde a comme un angle polaire et si l'on désigne 
par r le ravon vecteur, on a 

r— 2R- 2Rcosa, 

ce qui est Téqualion d'une conchoïde de cercle : celte 
conclu>ion est évidente par des considérations synthétiques, 
s»/' Quand r= — ^R, on a une ligne droite: c'est là un 
ihéorème de Lahire, bien connu du lecteur. 

3" Nous examinerons le cas ou r = r; les équations dr 

là courbe sont 

X = 3 r cos a -- rcos 3 a. 

^ — 3rsina — rsin 3a; 
[ l'on observe que 

cos 3a — cos' a — 3 cos a sin^ a, 

que 

«in 3a — 3cosa* sina — sin'a, 

1 trouve 

j- -' r(3 cos a — cos' a --3 cos a - 3 cos' a » 

I 

x = 4rcos'a, }' = 4'*sin'a; 



\ 
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donc 

C'est l'équation de l'enveloppe d'une droite de longueur 
constante ^r qui s'appuie sur deux droites rectangulaires, 
ce dont la Géométrie pure rend compte très simplement. 

Cette courbe est semblable à la développée d'une ellipse ^ 
dont les axes tendraient de plus en plus à devenir égaux; elle 
est du sixième degré, comme la développée de l'ellipse. 

R 

4** Si Ton a r = — ^> on obtient ce que l'on appelle Yhy- 

pocycloïde à trois rcbroussements, courbe devenue célèbre 
par les travaux de M. Cremona {Journal de C relie, t. 64. 
Voir aussi, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques^ 
un article de M. Laguerre et un autre de Painvin; 1870). 
Les équations de cette courbe sont 

a? — r(2 cosa H- cos'jia), 
y = r{i sinot — sinis), 
d'où l'on tire 

(x^ -r-y^)^-^ Srx{Zy*-- x^) ~ \Sr^{x^-7-y^)— iyr^ — o: 

quand on prend le triangle qui a pour sommet les trois 
rebroussements de la courbe pour triangle de référence, on 
trouve pour équation ordinaire 

y^z^-^ z^ x^-r- x^y^ = ixyz(x -¥-y — -s); 

et pour équation tangentielle, 

On sait que les pieds des perpendiculaires abaissées d'iiï^ 
point d'un cercle sur les côtés d'un triangle inscrit sont st»-'' 
une droite que l'on appelle quelquefois la droite de Simsor^ 

L'enveloppe des droites de Simson est une hypocycloïd ^ 
à trois rebroussements. 
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XXI. — Cycloîde et développante de cercle. 

Quand R = oo , l'épicycloïde devient une cycloîde, et, 
^pand r = 00 , elle dégénère en développante du cercle R. 

Ainsi la cycloîde est la courbe engendrée par un point 
é^une circonférence qui roule sans glisser sur une droite 
fixe. 

Nous avons déjà étudié un grand nombre de propriétés de 
cette courbe sans en faire connaître la génération. 

Prenons (/ig. 28) pour axe des x la droite fixe sur laquelle 

Fig. 28. 



roule le cercle générateur, et pour origine O le point où la 
cycloîde rencontre Taxe des x, en sorte que O soit le point où 
le cercle générateur touche Ox quand le point décrivant est 
sur Taxe des x. 

Les coordonnées étant rectangulaires, appelons u Tangle 
que fait le rayon CM du cercle générateur avec la direction 
C\ : c'est Tangle dont le cercle a tourné depuis qu'il a quitté 
son point de contact O avec Ox. Soient OP = x, PM = j^', les 
coordonnées du point M de la cycloîde, a le rayon du cercle 
générateur; Tinspection de la figure donne 

X = a(u — sina), y = ad — cosu). 

Résumons les principales propriétés de la courbe : 
r* La normale en M passe par le point de contact Â du 
cercle générateur et delà base Oa:(p. i3i). 
2*' MB est la tangente. 
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3" Le Ftivon de courbure est double de la normale MA 

(p. lOl). 

4** La développée de la cycloïde est une autre cycloîdc 
égale et semblablement placée; ses sommets coïncident avec 
les points où la cycloïde proposée rencontre sa base (p. m). 

5^ I^'s points où la c\cloïde rencontre sa base sont des 
points de rebrousscment. La courbe se compose d^ailleors 
d'une infinité de branches égales, placées les unes à la suite 
des autres. 

6^ I^ lieu des sommets des angles droits circonscrits à b 
cycloïde est une cycloïde. 

N. B. — La propriété 4° se démontre géométriquement avec 
la plus extrême facilité. 

XXIL — Êpicydoîdes allongées on racconrcies. 



L'épicycloïde allongée ou raccourcie est engendrée par un 
point du plan d'un cercle mobile qui roule sans glisser sur un 
cercle fixe. Les propriétés de ces courbes résultent des con- 
sidérations drvoloppécs aux paragraphes précédents; leur 
élude est du domaine de la Mécanique. Toutefois nous ferons 
observer que parmi ces courbes se trouve Tellipse qui est 
engendrée par un point du plan d'un cercle mobile qui roule 
intérieurement sur un cercle de ravon double: on déduit J^* 
là un moyen nouveau de construire le rayon de courbure d? 
l'ellipse. Celle propriété se démontre géométriquement avec 
la plus grande facilité, en s'appuyant sur le théorème àe 
Lahire et sur celte propriété de l'ellipse, qu'elle peut èirc 
engendrée par un point invariablement lié à une droite de 
grandeur constante qui glisse entre deux droites reclang^' 
laires. 

La cycloïde allongée ou raccourcie a quelquefois reçu ^^ 
nom de ^rocAo/'c^^; répicycloïde allongée ou raccourcie s't?=^* 
aussi appelée cpitrochoïdc ou hypotrochoide. 
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Soient R le rayon du cercle de base ; r le rayon du cercle rou- 
it, considéré comme positif dans Tépitrochoïde et comme 
Ltif dans Thypotrochoïde ; / la distance du point qui décrit 
roulette au centre du cercle roulant. Nous supposerons les 
îles en contact sur l£^ partie positive de l'axe des x : le 
tint décrivant sera donc situé sur Taxe des x] l sera con- 
tre comme de même signe que r ou de signe contraire, 
it que le point décrivant sera, par rapport au centre du 
.cercle roulant, du même côté ou non que le point de contact; 
•oit en6n a l'angle dont le cercle roulant a tourné. Les coor- 
données d'un point de la roulette seront données par les for- 
moles 

a? = ( R -+- r ) cos a — / cos p, 

^ = (R -4- r) sina — / sin^, 
où Ton a posé, pour abréger, 

Q Ra 

^ r 

Quand — sera commensurable, la roulette sera une courbe 

l/gébrîque. Quand P= — aouR= — 2r, ona une ellipse, 
Comme on l'a observé plus haut. 



EXERCICES ET NOTES. 

|. Trouver le lieu des centres et des foyers des courbes du 
•ond degré qui ont entre elles en un point donné un contact du 
•i^icmc ordre. 

j. Trouver le lieu des foyers des paraboles qui ont entre elles en 
point donné un contact de second ordre. 

%. Si Ton considère une conique et son cercle osculatcur, la tan- 
nte commune et la corde commune sont également inclinées sur 
axes : en profiter pour construire le cercle osculateur. 

4, Trouver sur une courbe les points pour lesquels il existe 
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dcu\ hyperboles équilatères ayant avec la courbe un conuct 
troisième ordre. 

5. Trouver le lieu des centres des hyperboles équilatères, a] 
avec une parabole un contact du troisième ordre. 

6. On appelle points Steiner d'une courbe ceux où elle est tout 
par une conique suivant un contact de sixième ordre (voir 
MER, Thèses) : trouver le caractère de ces points. 

7. Trouver Féquation de la conique qui, en un point donné d*i 
courbe, a avec elle un contact du quatrième ordre ou de la parai 
qui a avec elle un contact du troisième ordre. 

8. On appelle développoïde d'une courbe Tenveloppe des droit 
qui la rencontrent sous un angle constant (Laxgret, Savants éU 
gers, i8ii; Réaumur, Mém. Acad, des Sciences, 1709; Hâi 
Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 2* année). Soient^i 
Fangle constant, p le rayon de courbure de la courbe, ds son arc 
montaire, p' le rayon de courbure de la développoïde ; on a 

9 dp 
p' = p sina -h ^—j^ cosa. 

( Habicu, les Mondes, t. XIX.) 

9. Trouver les développoïdes de la spirale logarithmique {\joir 
l'exemple précédent). 

10. On peut généraliser la notion de développée comme il suit : con- 
sidérons une courbe S et sa tangente TM en M ; soient I et J deux points 
fixes, soit NM la droite conjuguée harmonique de MT par rapport 
à MI et MJ : trouver l'enveloppe des droites MN. (Quand I et J sont 
les ombilics du plan, l'enveloppe en question est la développée delà 
courbe.) Application à l'ellipse. Cas où les deux points fixes I et J 
sont les foyers. 

il. L'équation de la lemniscate de BernouUi étant 

ix^-^y^)- — à^ix^ — j«) = o ou r' = a*cos2 0, 

son rayon de courbure est — > Téquation de sa développée 
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12. L'é^ation de la parabole semi-cabiqur étant 3 ai* = a j**, son 
ravon de conrbnre est 



V 3^* " 

l'éqaation de sa développée est 

3ar'= — 2j:^. 

13. La chaînette 

V = — • e* — e *" j 

a pour rayon de coorbare ^^— • On a 

* 2111 

dx m 

14. Dans Fhjperbole éqnilatére, le rayon de courbore est la moitié 
de la corde normale. 

15. Voici quelques formules relatives aux coordonnées tangentielles 
calculées par M. Painvin : 

Soient u, 9 les coordonnées taugentielles d*une tangente à une 
courbe; U, V les coordonnées courantes; on a les formules suivantes : 
Équation du point de contact : 

(U — u)dv — (V — vjdu = o. 

Coordonnées x, y ordinaires du point de contact : 

dv ^ _ du 

~^ udç — vda^ " udç — çdu 

Élément d'arc : 

, /— r -dvd^u — dud^v 

ds = /a» -h v'* - — -1 , ,, • 

Coordonnées a^ 9i de la normale : 

__v(udv — vdu) _ u(udv — vdu) 

* "" udu-+-vdv ' *~ udu-\-vd9 

Rayon de courbure : 

T» / . ^J^ dvd^u — dud^v 
^ (udv — vdu)^ 

16. Voici d'autres formules du même auteur; quelques-unes ctoicnt 
déjà données ailleurs. Soient p la distance de Torigine à la tangente 

L. — Traité d'Analyse, II. 10 
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à une courbe, a Fangle que la normale fait avec Taxe des 3^] oo i| 
en employant les notations du numéro précédent, 

cosa sina . I 9 

p p ^ M* -H p* *» « 

dp , , dp 

a7==/>cosa — -^ sina, j' =/> sina -i- -^ cosa, 

ds=pd^^d^^. 

dp . dp 

Ml = — sin a : -T- > «^1 = cos a : -r ' 

17. Si l'on considère deux courbes de grandeur et de forme coiK 
stantes, tournant autour de points fixes et 0' situés dans leur pl>^ 
et invariablement liés à ces courbes, si de plus ces courbes sont 
constamment tangentes, de telle sorte que, M désignant le point de 
contact actuel, N et N' les points de contact à un autre instant, ot, 
ait toujours arc WS = arc MN', on dira que les courbes sont syntrir 
pentes; une courbe qui a pour syntrépente une courbe égale est dite 
isotrépente. Soit 00' = A:; prouver que l'équation des îsotrépentes en 
coordonnées polaires est 

dr ^ r 

58 "" F(r, A: — r)' 

F désignant une fonction symétrique de /• et A: — r. 

(MiQUEL, Journal de Liouville, t. II, î* série.) 

18. Le lieu des sommets des angles constants circonscrits à une 
épicycloïde est une épitrochoïde. 

19. Si des rayons lumineux parallèles viennent se réfléchir sur une 
circonférence, l'enveloppe des rayons réfléchis sera une épicycloïde. 

(Lhopital, Analyse des infiniment petits,) 

20. L'enveloppe des rayons lumineux émanés d'un point fixe et 
réfractés par une courbe plane G située dans un même plan avec le 
point lumineux est la développée de l'enveloppe de cercles ayant leurs 
centres sur la courbe G. Soient M le centre de l'un d'eux, L le point 

ML 

lumineux, n l'indice de réfraction : son rayon sera — • 
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I. Par un point fixe on mène des rayons Yccleurs égaux et paral- 
s aux rayons de courbure d'une courbe fixe G ; le lieu des extrémités 
.e rayon est une courbe C dont on demande Texpression du rayon 
courbure, en fonction du rayon de courbure et de l'arc de la 
irbe proposée C. 

â. Le limaçon de Pascal a pour équation polaire 

r = a(i — cosO) : 

•Si donc une conchoïde de cercle. Sa développée et sa dévelop- 
Qte sont des limaçons de dimensions linéaires trois fois plus petites 
trois fois plus grandes : la construction du rayon de courbure est 

'l simple. 

^. Un cercle est rencontré par une courbe G de degré m en des 
iots ai, aj, ... ; on mène les normales à la courbe G en ces points, 
es rencontrent une transversale passant par le centre du cercle 
i points /?!, /?j, .... Prouver que 



H h . . . = o ; 



«!/>! axp\ a^pz 

uire de là un moyen de construire le rayon de courbure d'une 
*be algébrique. 

(LiouviLLE, Journal de Mathématiques, t. IX, i'* série.) 



i48 chàpitbb III. 



CHAPITRE ni. 

ÉTUDE DES POINTS SINGULIERS. 



I. — But et utilité de la théorie des points singuliers. 

Les théories que nous avons exposées dans les Chapitres 
précédents ne s'appliquent pas aux points des courbes que 
nous avons appelés singuliers. 

Ces points sont ceux où l'ordonnée j' d'une courbe, consi- 
dérée comme fonction de son abscisse, n'est pas développable 
par la formule de Taylor. Ils sont donc caractérisés par ce 
fait que y ou l'une de ses dérivées cesse d'être 6nie ou con- 
tinue. 

Toutefois nous ne considérerons pas comme nécessairement 
singuliers : i*^ les points situés à l'infini dans des circonstances 
qui seront mentionnées plus loin ; 2° ceux où l'on aurait 

-3- = 00 , si cette circonstance disparaît par une transforma- 
tion de coordonnées. 

Dans cet ordre d'idées, les points d'inflexion où une droite 
a avec la courbe un contact du second ordre ne sont pa* 
singuliers, pas plus que les sommets où la courbe a avec un 
cercle un contact du troisième ordre. 

Cependant nous verrons que, par rapport aux coordonnées 
tangentielles, les points d'inflexion jouent le rôle que 1^* 
tangentes aux points de rcbroussements jouent par rappo^^ 
aux coordonnées cartésiennes, et, à ce point de vue, on I^^ 
range parmi les singularités des courbes planes. 

Nous ferons, dans ce Chapitre, une étude détaillée des poii^^ 
singuliers, d'abord parce qu'il convient de revenir sur les r 
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sonneiuents faits, en excluant systémaliquement ces points, 
et ensuite parce que les courbes douées de points singuliers 
jouissent de propriétés remarquables qui en simplifient la 
théorie, contrairement à ce que Ton pourrait croire au pre- 
mier abord. 



II. — Digression sur une qaestion d'Algèbre (solution de M. Minding). 

Nous allons nous proposer de résoudre la question sui- 
vante, indispensable pour faire une bonne théorie des points 
singuliers : 

Etant donnée une équation entre deux variables 

dans laquelle f est une fonction entière ou, plus générale- 
ment^ une jonction développable suivant les puissances 
entières de x et y, déterminer les ordres des racines y 
de cette équation par rapport à Xy quand on y suppose x 
^t y infiniment petits (bien entendu, on suppose que, pour 
x = o,^ est nul; ou, si Ton veut, /ne contientpas de terme 
indépendant de x et^). 

On peut mettre l'équation (i) sous la forme 

\^y"^» -+- Xi^*»! -h X,^*»* -^ . . . -+- ^ly^i -f- . . . = o, 

x», X,, ... désignant des polynômes en a: (ou des séries 
ordonnées suivant les puissances ascendantes de x) dans les- 
quels nous supposerons que les puissances de x les moins 
élevées sont respectivement ar"», ar"», . . . , x"', . • • ; nous sup- 
poserons d'ailleurs 

m© < /ni < mj < . . . < /w/ < .... 
Posons ^ = cLX*j nous aurons, en supposant a fini, 
(*) Xca^^oar^^'-f- Xia'»'»a:'«»'-4-. . .-4- X/a'»»'\r'»».' -^. . . = o 
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OU encore 

X X 

(3) a'"o-+- ^ a^n, a7(/rt,-/îfoU^_, ..-+. ^ a"»! art»».— '»«o>*-+-., . = o; 
A-o Xq 

les ordres infinitésimaux des divers termes de celle formule 
sont respectivement 

o, /Il — /io-+-*(/wi — /no), ..., /i/— /ij-h5(/w,- — /?io), •• 

ou bien 



(4) 



/ \ r '^o — /ii 1 

o, (/ni— /no) 5— ~- —- 

L //*! — //lo J 

(/n/ — /?io) 5 



Soit 0- la plus grande des quantités 



/lo — /Il 


n© /Il 




/lo /l/ 


- y 


> 


• • • > 


y 


nti — ^ //lo 


//Ij — //lo 




Ffli //lo 



plusieurs d'entre elles pouvant être égales d'ailleurs : la sui^^ 
aura tous ses termes positifs ou nuls si Ton prend s =<t» So»^* 
le rang du dernier terme nul; si dans (3) on suppose «r ^^' 
on aura une équation de la forme 

(5) a'Wo-h. ..-h Ga"*» = o. 

Cette équation fait connaître les valeurs finies de a et, P 
suite, les racines de (i) d'ordre s; et même la limite du ï*^^ 

port — • Le nombre des racines de cette équation (5), diffère ï^ 

de o, est mi — mo; c'est aussi le nombre des racines de ^ 
qui sont d'ordre 



/lo — /!/ 

s = <J = 



nii — //lo 



On voit enfin que (i) a /Wq racines d'ordre supérieur à c^ 

Pour trouver les ordres des racines d'ordre supérieur ^ 
divisons les deux membres de (2) par X/x'"'^; nous aurorP- 

X X • 

(6) OL^^or^ a?('"o-'w.'*-H.. .-4- a'".-H. . .-H OL^i ^ a7('"r'».'^-4-. . .= 
A/ A/ 
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res des termes de cette équation sont 

^ s{mQ — ^i)j .-., 0, ..., rij — rii-h s{mj — /w/), ..• 

V mi — mil^ ^ 



la plus grande des quantités ^ — ^> dans lesquelles 



^,_ m — nj ^ 
tïij — nii 



fait 5 = (t', tous les termes de la suite (7) qui suivent o 
lis ou positifs; je dis qu'il en est de même de ceux qui 
ent, il suffit pour cela de prouver que, si k<^i<i j\ 



ni — nie nt — nj 



a, d'après la définition de 0-, 

/tp — nt ^ /Iq— nk 
/H/ — nio ■" Ffik — /Ho 

pelant e une quantité positive, 

/Iq— 71/ _ /Iq — /lA- -4- E _ 71/ — yijj. -H g ^ 

nii — /no nik — //lo ^k — nii 

comme mk<^rni^ 



no — ni rij — rik . 



nii — //*o ntk — i^i 



|i^^, ou <r', est plus grand que ^'_^^ > et Ton peut 



/lo — ni _ no — nj-\-t 



nii — fno tnj — /n© 
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d'où l'on tire 

/lo — fti /*/ — /ly -h e 



nti — /iio mj — rrii 

et, comme ntj — mi est positif, 

^ 9 



de cette formule et de (a) on déduit l'inégalité qu'il fallait 
établir. 

Faisant donc 5 = <t', puis j: = o, la formule (6) devient 

a'«« -h . . . -+- Ga"»; = o ; 

il y a donc /w/ racines d'ordre supérieur à a' et nij — /w/ racines 
d'ordre égal à ^. 

Si Ton divise alors tous les termes de (i) ou (2) par Xyx"";, 
en raisonnant comme nous venons de le faire, on aura les ra- 
cines d'ordre m* — my, k désignant un nombre facile à déter- 
miner comme i eij, et ainsi de suite. 



m. — Méthode de Newton. 

La méthode de Newton est l'interprétation géométrique 

de la méthode de Minding. Écrivons l'équation (1) sous la 

forme 

2 A x^yJ = o, 

appelons [jl l'ordre de y et considérons le groupe de termes 
de l'ordre le moins élevé; il devra contenir au moins deux 
termes 

ces deux termes étant de même degré 8, on a 

ou 

i—k 
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<5e qui prouve que {i est commensurable. Ceci posé, coosidé- 
it^ns i et j comme les coordonnées d*un point et marquons 
tous les points 1,7; à tous les termes de même d^ré corres- 
pondent des points en ligne droite en vertu de p . et Téqua- 
Cion de cette droite, pour un degré S, est 

X -^ p.Y = 0. 

Quand S croît, la droite, pour une même valeur de ;jl, s'éloigne 
de l'origine ; donc la droite qui contiendra les points i,y cor- 
l'espondant au degré minimum ne de\Ta laisser aucun point 
marqué du côté de l'origine des coordonnées. 

Donc, si l'on forme une ligne polvgonale convexe, passant 
par des points marqués, dont les côtés laissent du côté opposé 
4 l'origine des coordonnées tous les points marqués parlés- 
quels ils ne passent pas, les côtés de cette ligne polvgonale 
détermineront les points répondant à la question. Par exemple, 
soit A un côté de la ligne en question : supposons qu'il con- 
tienne les points (', y), {i^ yf }^ K^ ^ f )'" O" posera 

«-h fiy = 0, i-^]Lj =3, 

Ces deux formules déterminent [jl et 0, c'est-à-dire le degré de 
y relativement à j: et le degré total des termes que Ton peut 
grouper de manière à obtenir des termes de (1) de degré mi- 
nimum; {iy y), (i^, f)y . . . feront connaître les termes eux- 
Haémes. 

Il faut remarquer que, parmi les points («, y)» il y en aura 
nécessairement un sur l'axe des x et un sur l'axe des y, si 
^ ll'équation (i) est irréductible. En effet, cette équation, ne con- 
tenant pas de terme indépendant de x et^, ne saurait avoir 
[tous ses termes divisibles par j: ou par^; il y aura donc néces- 
sairement un terme indépendant de x et un terme indépen- 
dant de y\ en d'autres termes, il existera un exposant / nul, 
linsi qu'un exposant y nul, ce qui fournira bien un point à 
marquer sur chaque axe de coordonnées. 

Ni la méthode de Minding ni celle de Newton, comme 
l'on voit, ne permettront de déterminer les ordres des racines 



/ 
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au moyen d^une formule générale. Chaque cas particul 
exigera une discussion spéciale. 



IV. — Caractères des points singuliers dans les courbes algébi 

La discussion que nous allons entreprendre est due à Sturm;! 
elle a été perfectionnée par Briot. Elle a été faite surtoi 
en vue des courbes algébriques, mais elle s^appliquerait 
toute courbe dont le premier membre pourrait être déve-j 
loppé par la formule de Taylor. 

Soit 



(0 



/(^»r)=o 



Téquation d'une courbe que nous supposerons algébrique (( 
telle que son premier membre soit développable par la formi 
de Taylor); soit, pour abréger, 



/i = 



dx 



f -^f 






f - ^-f 



si nous éprouvons le besoin de rendre cette équation homo-j 
gène en introduisant la variable z, nous poserons en outre 



/3 = 



_^/ 



dz 



f --^ 



Ceci posé, nous allons prouver que : 

Si f\ ^t fi sont différents de zéro en un point (^, j)'H 
point ne saurait être singulier, mais il pourra présentai 
une inflexion. 

En effet, donnons k x et y les accroissements Ç et Tj',' 
Téquation (i) deviendra 

ou bien, en observant que/(x, j^) est nul, 



(2) 



Ç/l -+- ^*/î ^- 2 (/il 5* -t- 2/»?^ -+-/" V) -^. . . = O. 
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)n peut regarder le point {x^y) comme origine de nouvelles 
oordonnées Ç, 7^. Nous allons chercher comment la courbe 
oupe deux parallèles AB, A'B' menées à la distance \ de Taxe 



Fig. 29. 



BV 



ir. iB 




des^. A cet effet, puisque /« et/, ne sont pas tous deux nuls, 
supposons /2 ^ o et posons 



_>i- 
/. "" 



i=- 



La formule (2) pourra s'écrire 

(3) a-!x-T-£P = o, 

P désignant une fonction de ç et de a, finie pour ç = o et 
pour des valeurs finies de a. Si Ton suppose ^ très petit, en 
vertu de cette formule (3), a converge vers a, le coefficient 

angulaire a = j de la sécante OM issue de l'origine O con- 
verge vers le coefficient a= — *^ de la tangente. 
Si l'on prend la dérivée de l'équation (3), on a 

n_5 = o. 
ôa 

Quand ç est très petit, cette équation ne saurait avoir lieu, 

la dérivée i 4- ç j- conservant alors toujours le môme signe; 

le premier membre de (3) ne s'annule qu'une fois : l'équa- 
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lion ( I ) a donc la seule racine a = a finie, et la courbe ne 
rencontre A6 qu^en un seul point. Elle la rencontre d'aiUears, 
car pour a = a le premier membre de (3) a le signe de P, et, 
en faisant a=a-f-/ioua=a — A, ce premier membre sera, 
pour de petites valeurs de Ç, positif ou négatif; si, pour fixer 
les idées, P est positif, la racine de (3) sera comprise entre a 
et a — h et par suite la courbe coupera AB au-dessous de OT: 
elle la couperait au-dessus dans le cas contraire. Une discussion 
toute semblable fournirait des résultats analogues relativement 
à la parallèle A'B^ correspondant aux valeurs négatives de;. 

J'ai dit que, pour a = a, le premier membre de (3) avait 
le signe de P; cela est vrai quand P n'est pas nul pour a = i, 
mais on peut toujours supposer P^ o pour a = a, sans quoi 
toute Téquation serait divisible par a — a ; l'équation ( i) serait 
divisible par Ç/i -f-Ti/j et ce facteur pourrait être supprimé: 
une droite ferait partie intégrante de la courbe que l'on dis- 
cute. Suivant les cas, le point O pourra être un point ordinaire 
ou un point d'inflexion ; ce sera un point d'inflexion si la 
courbe coupe AB et A'B' de part et d'autre de la tangente AT. 
Ce dernier cas se présentera si P change de signe avec Ç, ce 
qui exige qu'il contienne Ç en facteur. Alors, en effet, 
supposant par exemple P > o, pour Ç ^ o, la courbe coupera 
AB au-dessous de AT, et, pour Ç <^ o, P étant <^ o, la courbe 
coupera A'B' au-dessus de AT. 

Ainsi le point O n'est pas un point singulier, puisque y' 

est bien déterminé, ainsi que ^ = — ^» et par suite que 
-f^ > • • • > mais ce point peut être un point d'inflexion ; donc : 

Pour qu\in point soit singulier, il faut que Von ait en 
ce point 

/i ~ o, /j — o. 

En coordonnées homogènes, l'équation /= o peut se mettre 
sous la forme 

il en résulte qu'en un point singulier on aaussi/j = o. Ainsi : 
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En coordonnées homogènesj la condition pour que le 
>oini (jc, ^y z) soit singulier est 

/i = o, /j = o, /a = o. 

C^est aussi la condition, en coordonnées trilinéaires, pour 
gae Ton ait en ^,^, z un point singulier, ce dont on peut se 
ï4>iivaincre aisément en posant 

ar = { cos a -i- T, sin a — p, >' = Ç cos ^ 4- y) sin p — y, 

z — ^ cosY -r- 7j sinY — r, 

en observant que les équations f=Oy -t^=:o, y- =q 
trainent/i = o, /, = o, /j = o. 

V. — Remarques. 
Reprenons Téquation (2) du paragraphe précédent, 

X'équation Ç/, 4- ^/a = o est celle de la tangente; on peut 
leTérifier en observant que cette droite coupe la courbe en 
4eiix points confondus à l'origine $==0,7^ = 0. Cette tangente 
jMirtage le plan en deux régions R| et R2; dans la première 
^i-f-Tj/a est positif, dans la seconde il est négatif. 

En général, dans (2), les termes du second ordre, en Ç, tj, 
donnent leur signe à toute la partie du second membre qui 
soit les termes du permier ordre (à moins que les termes du 
second ordre soient nuls en même temps que ceux du pre- 
mier); pour un point de la courbe, i/i-f-'^l/a est de signe 
contraire aux termes du second ordre. Ces termes du second 
ordre ne changeant pas de signe, ceux du premier ne changent 
pas de signe non plus ; donc, dans le voisinage du point {j^,y)y 
]a courbe reste dans une même région R^ ou Rj, c'est-à-dire 
dans un même côté de la tangente. 

Ce raisonnement tombe en défaut quand les termes du 
second ordre peuvent s'annuler avec ceux du premier, c'est- 
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à-dîre quand Ç/i H- tj/j divise les termes du second 
Supposons que \f^ -f- T^/a divise les termes d'ordre 2, 
sans diviser ceux d'ordre t -f- i ; si l'on pose, pour a 
i/i "*- ■'l/a = T, on pourra mettre l'équation (2) sous 1; 

T(..-Q)^'^/';^-'/'.>:^'-....=o. 

^ ' i.a.j...(t-+-i) 

Plaçons-nous sur un point de la courbe, T(i -*-û) 
signe de T, les termes suivants auront le signe du seu 
écrit, T sera de signe contraire à ce terme. Si ce lei 
d'ordre pair, T, pour un point de la courbe, conserve 
signe ; la courbe est alors, dans le voisinage du point ( 
dans la même région R| ou R2. Si, au contraire, le 
considéré est d'ordre impair, T changera de signe avec 
la courbe traversera la tangente et passera de la régie 
la région Ra : il y aura une inflexion. D'ailleurs la tangent 
a avec la courbe un contact d'ordre i, puisqu'en cou 
courbe par T = o on trouve 1 -f- i points d'intersectio 
fondus en x, y. 

Ainsi, en appelant 14-1 V ordre du premier en. 
de f qui ne V annule pas avec V émanant Ç/i -+- t 
courbe a avec sa tangente en x, y un contact d'ordi 
par suite une inflexion sii -f- 1 est impair, pas d'inj 
{pour Vœil) si i -h i est pair, 

VI. — Points singuliers ordinaires. 

Conservons les notations du paragraphe précédent 
que la courbe 

présente une singularité en x^y^ il faut que 

(2) /i = o, /î=-^o. 

Voyons maintenant si celle condition est suffisante. Ei 
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int toujours à x el j»' les accroissemeDts \. 7 . on a. en ienuit 
>mpte de 11) et < 2 u 

ï(/ii?-a/iiÎT.-/«v -..- = 0: 

Inéquation doit nécessairement présenter an terme indépen- 

danl de \ ou r^, sans (jooi elle serait dnisîLle par une de ces 

\ariables et Inéquation « 1 • ne serait p^s irréductible. Nous 

supposerons que/ij^o; divisant alors par \\', nous aurons 

(3) /„ — 2ér/„ — aî/;j — K* = ''^ 

Q désignant un polynôme qui reste fini pour \ = o. tant que a 
n^esl pas infini. Nous distinguerons trois cas : 

1* /il H- lafx^-r a^/jj est décomposable en facteurs dis- 
tincts réels : Aj ia — rr » a — S : 3 s'écrit alors 

(4) /nia — sa — ,i— ;Q = o. 

On peut supposer /as positif; traçons les droites OT et OS 
(Ag^. 3o) ayant pour coefficients angulaires z et à. On peut 

Fïg. So. 



^ ■ / 



/ 



T^ — 7*^* — Ti — r 



!/ 1 



/ 



supposer Q diflTérent de zéro pour a = a ou a = ^, sans quoi 
/= ne serait pas une équation irréductible. Supposons, 
P^i" exemple, a > p et Q positif pour a = a. En faisant a = a 
^la :=: a — A, le premier membre de (4) prend des signes con- 
^'^ires, si \ est suffisamment petit. Uéquation (4) a donc une 
^aciue a voisine de a, j^ a une valeur AM voisine de aÇ = AT 
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et la courbe coupe AB dans le voisinage du point T (ici au-i 
dessous du point T). On verrait de même que la courbe coupe 
AB dans le voisinage du point S. D'ailleurs, il n'y a pas d'antre 
point voisin de O sur la courbe et sur AB, car la dérivée dtt 
premier membre de (4) ou (3) se réduit à 



a/i«~^«/î« 



^ da 



et ne s'annule qu'une fois pour des valeurs finies de a^ 
quand £ est très petit. On verrait de même que la courbe 
coupe A'B' en deux points voisins du point O; il serait d'ail- 
leurs facile de dire si ces points sont au-dessus ou au-dessoas 
de OS et de OT, qui, étant des limites de sécantes, sont évi- 
demment des tangentes. Le point O est donc singulier et 
deux branches de courbe viennent s'y croiser: c'est un point 
double ou nœud simple. 

2** Si/n -i- '2a/i2 4- a-/22 n'est pas décomposable en fac- 
teurs réels, l'équation (3) conserve le signe de ce trinôme 
(qui ne s'annule jamais) pour de petites valeurs de Ç; il n'y 
a donc pas de points de la courbe dans le voisinage du point 
O qui est alors un |)oinl isolé ou conjuf^ué. 

3** Si /h -r '.>^of\2 -r ci^fii est un carré parfait, alors 



/l2 -/ii/iî'- <^» 



et (3) peut s'écrire 

(5) 



/2j(a a)«-:-ÇQ--TO. 



Traçons la droite OT qui a pour coefficient angulaire a; rt 
tend vers a pour Ç -— o ; cette droite OT est donc une tangente. 
Si l'on fait a -- a, pour \ >- o le premier membre de (5) a le 
signe de Q ; pour d'autres valeurs de a, il est positif; si donc Q 
est positif, il n'y a pas de rencontre de la courbe avec AB, mai^ 
certainement il y a alors rencontre avec A'B'; car, pour a = «j 
le premier membre de (5) est négatif et, pour d'autres valeur^^ 
de a, il est positif; on peut donc dire qu'il y a au moins deu^ 
rencontres, l'une au-dessus, l'autre au-dessous de la tangente, 
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• A' B', et qu'il nV en a que deux, si l'on obsene que la 
rivée du premier membre de (5) est if^Ja — i'/ — ; — • 

ne s^annule qu'une fois pour de petites valeurs de ;. 
Nous avons supposé Q positif pour a = z : on serait arrivé 



Fi?. 3i. 



'T 

/ 






i des résultats analogues en le supposant négatif. Mais, quand 
C^ peut changer de signe avec ;. il faut modiGer notre raison- 
nement : on fait alors 

cl (5) devient 

Supposons seulement A = o, pour a = x : alors le premier 
membre de (6) a le signe de B; si donc B est n«'^atif. comme 
pour a^a, ce premier membre a le signe — , la courbe ren- 
contre AB et A'B' chacune en deux points; la courbe re com- 
pose en O de deux branches tangentes entre elles. Si B est 
positif, on ne peut plus rien affirmer, et il convient de modi- 
fier la théorie ; posons alors 

la formule (6) deviendra 

*" - TraUé d'Analyse, IL ' • 
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Ao, 60, . . • désignant les valeurs de A, B, . • • pour a = 2; 
cette équation peut s^écrire, en divisant par i^ et en obsenaDt 
que Ao = o, 



(7) /««'«-+- A'o a' H- Bc 



ç(^,. 



Biaf 



...) 



= o. 



Si le trinôme en a' indépendant de i est toujours posilif, é\ 
est imaginaire et O est un point isolé ; si ce trinôme peut s^an-^ 
nulcr, a prend deux valeurs réelles a-f- a'Ç et a-f- ^'5, elk' 
courbe se compose de deux branches situées de part et d'autre! 
ou du même côté de la tangente commune, suivant que z'et^^ 
sont de signes contraires ou de même signe. 

Si le trinôme en a' a ses racines égales, Téquation (7)11 
deux racines égales : si le coefficient de \ est positif quand' 
\ est négatif, a a alors deux valeurs de la forme 

a-f-(a'-+-e,)Ç et « -+- (a'-f- s,)^, 

Cl et £2 étant très petits par rapport à a'; la courbe se présente 
donc sous la forme de deux branches situées d*un même côté 
de la tangente commune, et il est clair qu'elle ne coupe qu'une 
des parallèles AB, A'B': le point O est alors un rebrousscment 
de seconde espèce. Ces conclusions sont en défaut quand 

— -|- B^a'-i-, . ., coefficient de Ç, est nul; on voit cornaient 

on devrait d'ailleurs continuer la discussion. 

En résumé, si /, i, f^2^ fii ne sont pas nuls à la fois, la 
courbe a en :r, ^ un point singulier; ce point est alors dit 
point singulier ordinaire. 

^^/u/22 — ./Ta^'^st pas nul, deux branches de courbe, 
réelles ou imaginaires, se coupent en O et Ton a un point 
double réel ou imaginaire; si /n/22 — /?2^^^ ^^h on dit 
que l'on a un rebrousscment : les deux branches de courbe 
passant en x^y sont tangentes. 
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VII. — Points singnliers extraordinaires. 

iservons toujours les mêmes notations que dans les pa- 
phes précédents. Si /h, /la, /2a sont nuls en même 
s que/i, /a,/, le point (Xy y) est encore un point sin- 
r, comme nous allons le voir; on dit alors, pour des 
as que Ton comprendra plus loin, que le point singulier 
vtraord inaire. Pour discuter ce cas dans toi^te sa géné- 
, nous supposerons qu'ayant mis l'équation de la courbe 
la forme /(j: -j- Ç, ^ 4- t;) = o, on la développe par rap- 
aux puissances de £ et tj. On obtiendra un résultat de la 
e 

ra alors diverses valeurs infîniment petites de divers 
îs par rapport à Ç. On déterminera les ordres de ces 
ses racines comme il a été expliqué (p. 149 et 132) : 

: adopté un ordre - pour t), on décomposera le premier 

bre de ( I ) en groupes de termes de même ordre , e t Ton fera 

lation (i), en divisant par une puissance convenable 
prendra alors la forme 

•^(a), ^(a) désignant des fonctions entières. Si l'on 
)se i et par suite u très petits, l'équation (2) ou (i) de 
irbe devient sensiblement cp(a) = o. Si a© est une ra- 
réelle simple de ç(a) = o, le premier membre de (2) 
;e de signe quand on remplace a par «o 4- A et a© — A, 
u que \ et par suite u soient assez petits. A cette racine 
»pond une branche de courbe et une seule, car la dé- 
du premier membre de (2) est ^'{a) 4- wx'(ût) 4-. . . 
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el a le signe de ^'(a)y qui par hypothèse n'est pas nul; i 
dérivée ne changeant pas de signe de a© — h k Oq -\- h, \ 
peut y avoir qu'une racine de (2) dans cet intervalle [< 
branche coupe d'ailleurs AB et A'B', si /'(^o) n'est pasi 
Si «0 est une racine multiple de <f(a) = o, d'ordre dei 
tipliciléjD par exemple, (2) prendra la forme 

(a — ao)P 6(a)-f-a y^{a)-hu^ ^(a) -+-. . . = 0. 

La discussion n'oflrira pas de difficulté si y (ao) est diffé 
de zéro; mais, si /(ûfo) = o, on posera 

a = ao-f- ua\ 

et l'on procédera comme on l'a indiqué pour la discus 
d'un point ordinaire. 

A un point de vue purement analytique, quand les déiî 
du premier ordre de / sont nulles, le point {x, r) est un p 
double, et les tangentes au point double ont pour équi 

ou, avec les axes primitifs, 

(X - :r;5/H -f- sfc(X - x){\ -7)/,, - (Y -j)V„ = 0. 

En général, soit p l'ordre de la première différentielle 
(jul ne s'annule pas. On aura symboliquement 

£ désignant un infiniment petit de l'ordre (/?-+- 1); les p< 
(x -\- $), (y 4- y^i) étant sur la courbe, on aura 

Divisons par ç/', nous aurons 



{a^]a) 



-f- £ = o, 

e' s'annulant avec $; si l'on appelle a la limite du rappo 
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est-à-dire du coefficient angulaire de la droite joignant le 
|int {a:, y) au point {x -h Ç), (^ -|- t,), on aura 



h 



(ft -^ a/^yp^ = o. 



felte équation montre que la courbe a p tangentes au point 
iP, j^) el que leurs coefficients angulaires a sont donnés par 
H formule (P). L'éqViation des tangentes elles-mêmes sera 

tonc 

[(X-x)/,-^(Y-^)/,]>'=o 

%y en coordonnées homogènes, 

[X/,-Y/,-i-Z/3]>J=o. 

^es sont au nombre de /?, réelles ou imaginaires, et l'on dit 
|ae le point (x, y) est multiple d^ ordre p. Le nœud peut 
(l*être pas apparent; c'est ce qui arriverait, par exemple, si 
peux branches de courbe imaginaires se croisaient en un 
|K>int M d'une branche réelle; mais, analytique me ni, le 
)oint présentera les caractères d'un point singulier. Ainsi, en 
général, si un point {x, y) est multiple d'ordre p, toutes les 
iérivées de f, jusqu'à l'ordre p — i inclusivement, sont 
lulles en ce point y et réciproquement d'ailleurs. 

Cette condition se traduit en coordonnées homogènes en 
lisant qu'en un point multiple d'ordre pj toutes les déri- 
ées d'ordre p — i du premier membre de l'équation de la 
ourbe, relatives àXj y y z, sont nulles. 

En eflTet : 

1** Si l'on a 

/i = o, /i = o, /=o, 

dernière équation peut s'écrire 

, en vertu des deux premières, elle devient /^ = o. 
2** Si l'on a 

/=o, /i = o, /î=o, /ii = o, /,î = o, Aî = 0, 
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on aura 

/i=o» /î = o, /3 = o; 

ces équations peuvent s'écrire 

a:/i, -+-7/iî H- z/„ = o, 
xfw ^yfw -+- V«3 = o, 
^/si -+-7/3» -^ Vs3 = o, 

Cl, en vertu de /n = o,/i2 = o, /22 = o, elles deviennent 

/i3 = o, /j3 = o, /ss = o, 

et ainsi de suite. 

Ce sont aussi les conditions pour qu'une courbe 

donnée en coordonnées trilinéaires ait au point (x, /, 5) 
un point multiple d^ ordre p. 

En effet, les coordonnées trilinéaires d'un point (^, r, -)» 
sont liées aux coordonnées rectangulaires homogènes Ç, t,, Ç, 
au moyen d'équations telles que 

dont le déterminant n'est pas nul; on peut donc aussi expri- 
mer ^, Tj, JJ en fonctions linéaires et homogènes de x, >', z. 
Les formules relatives au changement de variable permellent 
de calculer les dérivées d'ordre /> — i de/ relatives à x^y^z 
en fonction des dérivées de /relatives à Ç, t,, Ç, et cela sous 
forme homogène et linéaire, et vice versa. Donc, si les déri- 
vées d'ordre /> — i relatives h x^y, z sont nulles, celles qui 
sont relatives à Ç, Tj, Ç le sont aussi, et vice versa. 
L'expression symbolique 

(X/i-f-Y/j-f-Z/aV/') 

est un covariant; par une substitution, telle que (i), elle se 



I 

I 

r 
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uve multipliée par le déterminant de la substitution élevé 
A une puissance convenable ; on peut en conclure que 

(x/,-+-Y/,-t.z/,y/') = o 



r 



, en coordonnées trilinéaires, Téquation de Tensemble des 
tangentes menées à la courbe/ = o au point (^r,^, 2) singulier 
d'ordre p. 

VIII. — Remarques. 

Soit (y"i \ 4-/274)^/^*^ le premier émanant de /qui ne s'an- 
nule pas ; il est facile de voir que 

(/iÇ-H/î^y''-^*^=o 

est Téquation des tangentes au nœud et de trouver Tordre de 
leur contact avec la courbe. En effet, Téquation de la courbe 



I 



c désignant des termes d'ordre supérieur à /?+ i. Si l'on 
^ prend des coordonnées polaires et si l'on pose 

Ç = rcos6, 7) = rsin6, 

I Téquation de la courbe devient, après la suppression du fac- 
teur r/^% 

(/iCOs6-+-/, sin6yp-^-»>-h rw =0, 

«i> désignant une quantité finie pour r = o. On voit que la 
droite qui fait l'angle quelconque avec l'axe des x coupe la 
courbe en/> + i points confondus fixes et en d'autres points 
Tariables; quand tend vers une valeur qui annule 

(/,cose-f-/, sine )(/>+»), 

une autre valeur de r au moins tend vers zéro : le rayon r 
correspondant devient donc tangent à. la courbe; l'ordre de 
son contact dépendra du nombre des termes qui s'annuleront 
pour (/i cos6 +/2 sin6)^/^*^ = o, c'est-à-dire du nombre des 
points d'intersection variables de la sécante qui devient tan- 
gente. 
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Pour savoir de quel côté la courbe est placée dans le voisi- 
nage du uœud par rapport à ses tangentes, on peut suivre le 
procédé que voici, plus simple que celui que nous venons 
d'exposer, mais qui a sur lui l'inconvénient de n'être pas 
toujours applicable. Supposons toujours que le premier éma- 
nant dey, qui ne s'annule pas identiquement, soit 

soit T un de ses facteurs linéaires réels; mettant ce facteur en 
évidence dans tous les émanants, on résoudra Téqualion de 
la courbe par rapport à ce facteur, et l'on aura 

T — û = o. 

On partagera le plan en deux régions R| et R^ : dans l'une, 
T sera positif; dans l'autre, il sera négatif. Si û a toujours le 
même signe, il n'y aura de points de la courbe que dans Tune 
des régions ll|, R2. Si û peut changer de signe, il y aura des 
points de la courbe dans les deux régions. 

Il ne s'agit, bien entendu, que des points infiniment voisins 
du point {x^y), 

IX. — Théorie des asymptotes. 

On sait que l'on appelle asymptote d'une branche infinie 
d'une courbe une autre courbe dont celle-ci s'approche indé- 
finiment, de manière que la diflïrence des ordonnées de ce> 
courbes ail pour limite zéro ou, plus exactement, de manière 
que la dislance d'un point de l'une de ces courbes à Taulre 
tende vers zéro. Nous ne nous occuperons ici que de la 
recherche des asymptotes rcclilignes. 

On sait que les coefficients angulaires c des asymploles sont 

donnés par la formule c = lim — > et que leurs ordonnées à 

Torigine / sont données par la formule /:= hn^O' — ^^); les 
asymploles parallèles à l'axe des^ ont d'ailleurs pour abscisses 
les valeurs finies de x qui rendent^ infini. 
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Occupons-nous d'abord de la recherche des asymptotes 
parallèles à l'axe des y d'une courbe algébrique ; à cet effet, 
ordonnons Téquation de la courbe par rapport aux puissances 
décroissantes de j^; nous aurons 

Xo, X|, ... désignant des polynômes entiers en j?; en divi- 
sant par j'*", on a 

O) Xo-+--ix,-h J^X,-T-...-h^X;„ = o; 

si Ton suppose ^ = 00, cette équation se réduit à X© = o, et 
les valeurs finies de x qui rendent y infini sont racines de 
Téquation Xo = o. Ainsi, au point de vue algébrique, la 
question est résolue; au point de vue géométrique, il convient 
d'examiner de quelle façon la courbe est placée par rapport 
à son asymptote. 

1** Supposons que, pour la valeur a qui annule X©, on ait 
X|^o; alors on peut mettre l'équation (2) sous la forme 

XqH (Xi-h£)=0, 

Y 

e désignant une quantité que Ton pourra supposer moindre 
que X % en valeur absolue. On en tire 

_ Xi-he^ 

y Y ' 

alors la courbe proposée aura ses branches disposées, par 
rapport à l'asymptote, comme celles de la courbe 

Ao 

On voit que, si a est racine simple de X© = o, la courbe aura 
; deux branches situées de part et d'autre de l'asymptote; si, 
au contraire, a est racine double ou d'ordre de multiplicité 
pair, deux branches seront asymptotes d'un même côté. 
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2^ Supposons que pour jr = aon ait non seulement Xo = 
mais encore Xi = o, on peut faire 

a* = a -h 5, 
I 

Téquation de la courbe se transforme alors en une aulK^e 
enlièreen Ç et t). On peut considérer Ç et tj comme des coox'- 
données courantes : la nouvelle équation pourra alors être coia- 
sidérée comme celle d'une courbe c' qui passera par l'origine ; 
on discutera la forme de cette courbe en appliquant les prin- 
cipes développés aux paragraphes précédents, elle poun"^ 
présenter une singularité, et de sa forme on déduira celle cJ^ 
la courbe proposée c en remarquant que l'ordonnée de cett-^ 
dernière est l'inverse de l'ordonnée de la première corre^^ 
pondante à la même abscisse. Cette méthode s'applique, bi^^* 
entendu, également au cas où X| ne serait pas nul en mêam^ 
temps que X©. 

Supposons, par exemple, que la courbe c' présente ntm-^ 
branche unique traversant l'axe des Xy la courbe proposée ^ 
présentera deux branches infinies asymptotes à l'axe desiiC^"*^ 
à la droite œ z= a, situées l'une au-dessus, l'autre au-dessot^ ^ 
de l'axe des x. SI la courbe c' présente une branche uniqim ^ 
tangente à Taxe des x^ la courbe c présentera deux braC»^^ 
ches infinies asymptotes à la droite x = a^ situées du mêim ^ 
côté de Taxe des x que la branche de la courbe c'. 

Si la courbe c' présente un nœud simple, chaque branct ^^ 
du nœud donnera lieu à deux branches asymptotes à la droit^^ 
x = a appartenant à la courbe c. Un rebroussement donnei^-^ 
lieu ordinairement à deux branches infinies de c, asymptotcr — 
d'un même côté de la droite x = a, etc. 

D'ailleurs nous allons exposer une méthode générale pou^ ^ 
la recherche des asymptotes des courbes algébriques ; celt^ 
méthode semble ne pas s'appliquer à la recherche des asy 
ptotes parallèles à l'axe des^, mais avec un peu d'attention 
verra sans peine qu'elle est tout à fait générale. 
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Z. — Cas général. 

Décomposons l'équation de la courbe en groupes homo- 
gènes, nous aurons un résultat de la forme 

(0 ?/n(J^, 7)-+- ?/n-i(a:, 7) -+-. . .-^ (po(x, y) = o, 

5/(j:,/) désignant en général une fonction homogène de degré 

/. Dirisons par x*" et posons - = c, remplaçons çpt(i, c) par 
Ç((c): nous aurons 

quand on fait croître Xy cette formule se transforme en 

?/n(c)=0, 

qui fournit alors les valeurs finies de la limite de - ou, si Ton 

veut, les coefficients angulaires des asymptotes. Pour trou- 
ver les ordonnées à l'origine des asymptotes de coefficient 
angulaire c, on posera 

^ XX 

t^tTon cherchera la limite de 3; c'est cette limite qui fournira 
I ordonnée à l'origine correspondant aux asymptotes dont le 
coefficient angulaire est c: la formule (i) divisée par x'^ don- 

°cra alors, en remplaçant - par c -\ — > 

»C X 



c'est-à-dire 



.= 0, 



?m(c)4- i }^'m[^c) ^ -+-«p;„_j(c)l 

-+- ^ [?/«(c) ^ -H ?m-i (c) Y -4- ?/n-j(c)J -4-. . .= O ; 
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or, ^m{c) étant nul, on peut écrire 

•s 

I ?m(c)Y-4-?m-l(c) 

équation qui, pour a: z= oo , donne^ en passant aux limi 
en appelant / la limite de 0, 

?m(c)/-4-?m-l(c)=0, 

d'où 

Si donc ç';„(c) n'est pas nul, on aura une asymptote cf 
pondant au coefficient c; mais, si ç';„(c) est nul, Téqu 
f/n(c) aura une racine double, et / sera infini, à moin 
Ton n'ait (fm-i{c) = o. Dans ce cas, la formule (3) don 
en multipliant par ^, 

8* 8 

1 • 4& I 

et, pour x = 00 , / sera déterminé par réqualion 

/» / 

?m(c)-— -^9;„-,(c)- -V cp,„_2(c)= o; 

on aura alors deux asymptotes correspondant à la val 
du coefficient angulaire. On voit comment on conlin 
cette recherche si '/^, cp^_, et Om-2 étaient nuls. 

Revenons maintenant sur cette discussion. Suppose 
axes de coordonnées tellement choisis qu'il n'y ai 
d'asymptotes parallèles aux axes : alors l'équalion '>pw(< 
termine m coefficients angulaires, égaux ou inégaux ; à cl 
valeur simple de c correspond une et une seule valeur 
finie ou infinie; donc, en général, 

Une courbe d^ ordre m a m asymptotes. 
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Ce théorème ne tombe pas en défaut quand c est racine 

double, triple, etc., de ^ai(c) = o; noas avons m en effet 

qu' à une pareille valeur de c correspondaient deax. trois, etc. 

asymptotes, réelles ou imaginaires, situées à distance finie on 

inGnie, confondues ou non. 

Au point de ^'ue purement analvtique. la question est ré- 
solue; au point de vue géométrique, il reste à indiquer la 
(iisposition des branches infinies de la courbe par rapport à 
ses asymptotes. 

L^équation (3) n^est autre chose que l'équation même de 
'a courbe, pourvu que l'on y considère o comme égal à v — ex; 
si Ton y fait 



$ = /-£. 



s représentera la différence entre Tordonnée de la courbe et 
l'ordonnée de l'asymptote. En effet, cette formule donne 

y — ex = Y — ex — ^ ou y — \ — z. 

^ désignant l'ordonnée de Fasymptote. v celle de la courbe 
pourTabscisse x. La substitution o = / — s dans (3) trans- 
forme cette équation comme il suit, en observant que 

est nul : 



— •^m-t'Ctl — ... = 0. 



Une discussion, semblable à celle qui a été faite à propos des 
points singuliers, montrera si, pour de grandes valeurs de x, 
^ est positif ou négatif, c est-à-dire si la courbe est au-dessus 
Ou au-dessous de son asymptote. 

Supposons que - tende vers o; Téquation précédente, en 
S^oéral, s'écrira 



-HO) =o, 



^<> tç'„(c)-j[?'„(c)^^o'^.(c)-'-o„_,(c)] 

^ désignant un ensemble de lermes d'ordre supérieur aux 
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précédents; appelant A le coefficient de -> on aura sensible- 



ment 



__ I 



^ ?«(c) 

On voit que e change de signe avec -; d'ailleurs il est réel, 

car, si Ton considère le produit zx = a comme variable, la 
dérivée du premier membre de (4), qni peut s'écrire 

a;pc-f- A -h (0 = o, 
est ç^ 4- T- et conserve son signe pour de grandes valeurs 

de X, Pour a = j—, — ± h. ce premier membre change 

de signe; donc l'équation en a a une et une seule racine 
entre ; • ±: h. Puisque e change de signe avec -> 1^ 

courbe est en général située de part et d'autre de son asjnn^ 
ptote, et à une asymptote réelle correspond une branche d^ 
courbe réelle; mais il n'en est pas toujours ainsi. 

Si, par exemple, dans (4), le coefficient de - était nul- 

c'est-à-dire si l'on avait cp'^(c)=o, cp'^_, (c) = o, '^,„_2(c) = <>'? 

£ serait de même ordre que — j et ne changerait plus de si«:;;nc 

avec x\ deux branches de courbe seraient alors situées d'un 
môme côté de Tasymptote. Mais il n'est pas nécessaire de 
pousser celte discussion plus loin, à cause de ranalo{;ie 
qu'elle présente avec celle des points singuliers. 



XI. — Équation des asymptotes. 

Conservons les notations du paragraphe précédent et sup- 
posons c racine d'ordre de multiplicité i de cp,„(i,c)=o; 
supposons d'une manière générale l'ordonnée / donnée par 
l'équation 
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G)mme réqualion d*uDe asymptote est de la forme 

on aura Téquation de Tensemble des asymptotes en éliminant 
/ entre ces deux formules, ce qui donnera 

Cette équation peut se mettre sous une forme remarquable. 
Posons c= — g; elle pourra s'écrire 

on bien 

mais, la fonction cpm étant homogène, on a symboliquement 

L'expression 

s'annule donc pour x = x et^ = 3, et même s'annule i fois 
poura:=xet^= 3, puisque ?«Xc)= o; on peut donc po- 
ser, en appelant G un facteur fini pour j? = x, j' = 3, 



SI l on fait x = o, on a 
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d'où Ton tire, en multipliant en croix, 
La formule (2) devient alors 

(3) r'^ '' '^^ 

mais on a, en appelant/(:r,^, z) le premier membre de Téquc 
tion de la courbe, 

^m{oiy ?) =/(a, pi T) pour y = o, 

?m-i(«, ?) = 7 ^' ?'»'-«(«» ?) = rï ^"^' • • ' pourv =0: 
(3) s'écrit alors 

ou, multipliant par £*!, 

/ ôf df\i i ù l àf ()f\'-^ 






d% ' *- c^3 



Cette dernière c^'quatlon peut évidemment se mettre sous 
forme symbolique 

/ ôf ôf ôf\' 

toujours en supposant y = o et -3 = 1 . Cette forme est bi' 
remarquable. En effet, elle convient à tous les cas, même au c 
où Ton aurait affaire à des asymptotes parallèles à Taxe des^ 
en second lieu, elle met en évidence ce fait que, si 
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ni nuls, il y a < asymptotes de même coefficient angulaire 

= °, que les dérivées ^^ ,qj; sont toutes nulles, et que 

s équations de ces asymptotes sont de la même forme que 
îUes des {tangentes en un point singulier qui serait d'ordre i 
l qui aurait pour coordonnées homogènes a, ^ et y = o ; donc 
»n peut dire que : 

Toute asymptote ayant pour coefficient angulaire - 
est une tangente à l'infini au point de coordonnées 

.,?,v = o('). 

Si i asymptotes sont parallèles à la direction 2, elles 

sont tangentes au même point singulier d'ordre i à l'in- 
fini, 3t, p, o. 

Si, dans l'équation de la courbe 
on fait 
elle devient 

P/ désignant (xq y "+" J'o 'Â~^ ^^ ^) symboliquement. Celle 

équation a pour racines les p des points d'intersection de la 
droite (6) et de la courbe (5). Si l'on suppose /(a, p, y) = o 
[ou!p^(c) = o], la direction de la droite (6) est celle d'une 
asymptote; la formule (7) montre qu'elle rencontre la courbe 
^Q un point à Tinfini. Ainsi : 

Us parallèles aux asymptotes rencontrent la courbe à 
f^infini (et en m — i points seulement à distance finie). 

Si non seulement on pose /(a, p, y) = o, mais encore si 

(') Il est bien entenda que cette proposition ne s'applique pas A des 
<^OQrbes transcendantes quelconques. 

L. — Traité d'Analyêe, II. 1 2 
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l'on choisit ^o>^oi ^0 de telle sorte que P| = o, c'esl-à-dire, 
en définitive, si la droite (6) est une asymptote, elle rencontre 
la courbe en deux points à Tinfini. Ainsi une asympioit 
coupe la courbe en deux points situés à l* infini. 

Si toutes les dérivées de/sont nulles jusqu'à Tordre «inclu- 
sivement, on a P/= o ; le point [x^^y^^ z^) est alors surFune 
des i asymptotes parallèles à la direction a, P, Y» '^ droite(6) 
est une de ces asymptotes. Ainsi : 

Quand i asymptotes sont parallèles, elles rencontrent lo 
courbe en i points situés à l'infini. 

XII. — Étude des points à l'infini. 

Le nouveau point Je vue auquel on peut considérer les 
asymptotes des courbes algébriques, et qui permet de les 
regarder comme des tangentes à Tinfini, est fécond ; ilpermel 
de trouver ces droites en coordonnées trilinéaires; il permet 
aussi de classer les asymptotes et leurs points de contact 
comme les points singuliers. 

Pour trouver les asymptotes d'une courbe 

on pourra faire ;; = o, résoudre l'équation /(j:, >', o) =0 et 
chercher les tangentes aux points j:, y, racines de cette équa- 
tion. La courbe aura des points singuliers à l'infîni si Ton a. 

pour 5 = 0, 

àf ùf ôf 

-^ — o, -•- =r o, ^- = O ; 

ces |>oinls pourront être des rebroussements ou des polnl:^ 
doubles, triples, etc. 

Ainsi, deux asymptotes confondues, c'est-à-dire pour les- 
quelles l'ordonnée à Torigine sera la même, devront circ 
considérées comme des tangentes en un point de rebrousse- 
ment, etc. 

Dans ce qui va suivre, à moins que nous ne prévenion- 
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expressément du contraire, quand il sera question des points 
singuliers d'une courbe, il faudra compter parmi ces points 
ceux qui sont à Tinfini. 

Remarque. — Il peut arriver que la résultante de deux 
équations de degrés m et n soit d'un degré inférieur à m/i, 
au moins en apparence. Cela a lieu quand on ne tient pas 
compte des racines infinies de la résultante. 

Lorsqu'on veut avoir le nombre de solutions finies des 
deux équations, il faut retrancher du nombre mn le nombre 
des solutions infinies; or la théorie des asymptotes fait pré- 
cisément connaître le nombre et la nature des points à Tin- 
fini; il est donc facile de voir en combien de points les deux 
courbes qui représentent les deux équations se rencontrent 
^ Tinfini; en défalquant ce nombre de mn, on aura le nombre 
des solutions finies des deux équations proposées et par suite 
le degré de la résultante. 

Exemple : 

x* H- ix'^y -T-y^x -^ 3^* h- ^ = o, 

X'-H 2X^-f-^'-r- X — y = o. 

Les courbes représentées par ces équations ont un contact 
simple à Tinfini sur la droite ^'-f- a: =o, la tangente est la 
droile de l'infini; donc elles ont deux points communs à 
l'inGni et, par suite, 6 — 2 = 4 points communs à distance 

finie. 

Xm. — Sur les tangentes singnliéres. 

Si Ton considère une équation en coordonnées tangen- 
^elles Ç, Tj, les principes du Calcul différentiel ne s'ap- 

pliqaeront point aux droites pour lesquelles r, ou -^ serait 

discontinu ou indéterminé : ces droites sont des tangentes 
singulières. On fera une théorie des tangentes singulières 
^utà fait analogue à celle des points singuliers. 
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Si Ton considère, par exemple, Téqualion tangenlielle 

et si Ton fait 



• • • » 



/i-jj' Z'--;^' J'^-à\' -^''-ô^t' 

on reconnaîtra sans peine que, si Ton a à la fois 

/i-o, /i=o, /-o ou /s^^O, 

la tangente dont les coordonnées satisfont à cette équation es 
singulière; elle touche la courbe /=o en deux points qu 
peuvent d^ailleurs être confondus : on lui donne le nom de 
tangente double. Quand les deux points de contact sont 
confondus, cette tangente devient tangente d^inflexion. Ainsi, 
là où l'analyse des coordonnées ordinaires fait trouver un 
rebroussement, l'analyse des coordonnées tangcntielles mci 
une inflexion en évidence; Tinilexion est donc uneexceplior 
dans les enveloppes. 

XIV. — Remarque an sujet des courbes algébriques. 

Une courbe algébrique ne saurait avoir de points d'arrêt 
de points anguleux, et, par suite, une asymptote est toujoii 
as^niplole à deux branches réelles. Ce théorome résul 
de l'analyse qui précède; mais on peut le démontrer comme 
suit : 

Prenons le point singulier pour origine; Téqualion de 
courbe sera 

coupons cette courbe par le cercle de rayon e infinime 
petit 

(•X) a^2^-7«=cl; 

le nombre des solutions des équations (i), (2) est pair, 
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ombre des solutions imaginaires est pair; donc le nombre 
les solutions réelles est pair aussi; donc la courbe (i) 
:oupe toujours un cercle décrit de l'un de ses points comme 
::eDtre en un nombre pair de points, ce qui n'aurait pas lieu 
si l'on pouvait prendre pour centre du cercle un point 
d'arrêt. 

Une courbe algébrique ne peut avoir de points anguleux, 

parce que la courbe ayant -j- pour ordonnée, qui est algé- 
brique comme la proposée, aurait un et même deux points 
d'arrêt. 

Une droite asymptote à une branche de courbe algébrique 
est toujours asymptote à une seconde branche ; sans quoi, si la 
courbe /(j:, ^) = o n'avait qu'une branche asymptote de la 

droite J = o, par exemple, la courbe fyy-i - ) = <^ aurait un 
point d'arrêt à l'origine. 

ZV. — Exemples de points singuliers. 

Développée de V hyperbole. — Cette courbe a pour équa- 
tions (p. iio) 

OQ, en faisant disparaître les irrationnelles, 

on trouve que les asymptotes sont rejetées à l'infini. Pour 
déterminer les points singuliers, on rend Téquation homo- 
gène ; on a alors 

(a«x« — b^y^ — c^z^y — 27 a«6» c^x^y^z^ = o 

ou 

P» — 27 a» 6' c^x^y^z* = o, 

en posant 

P = a»ar« — b^y* — c*x«. 
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Les dérivées relatives à x, j', z sont, à un facteur cons 
près, 

En égalant ces dérivées à o, on a 

/ (V±3bc^yz)x = o, 

( (P ±:^)/^^abûry)z = o. 

Supposons ^ = o : les deux dernières équations rentrent 1' 
dans l'autre ; on a donc un point singulier sur Taxe des > 

point j' =z àzljj y' — I , et de même un point singulier 

Taxe des x à Tabscisse a: = liz — • En ces points, la tangc 

a pour équation x^= o, v- = o; ce sont donc des points 
rebroussement ordinaires. 

Pour 5 = 0, les deux premières équations concordent 
donnent a'^x"^ — f^^y^ = o, ce qui fournit deux points sin; 
liers réels. Les tangentes en ces points sont données par 
formule z^ = o et par suite ces points sont des points de 
broussement, la tangente est la droite de Tinfini. 

Supposons maintenant x ^ o, ^'^o, >3^o; les équations 
donnent 

P = zîz 3 bc'^yz = db 3 ac^xz y/ — i = ih 3 a^jr;' ^ — i 
ou 

3 abc^xyz ax ly y/__ , ^^ z y/— 1 

Si Ton prend les quatre points, 

ax —•±iby / — 1 = ih c*^ /— i, 
on voit que ces points satisfont à (2). En cherchant les 
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;entes en ces points, on reconnaît que ce sont des points 
loubles ordinaires. 

La scarabée est engendrée comme il suit : 



Fig. 32. 

y 




Supposons qu^une droite de longueur constante s'appuie sur 
deux droites rectangulaires; elle enveloppe une épicycloïde 
^P- *^9) dont nous avons déjà trouvé l'équation. Si Ton 
forme la podaire de cette courbe par rapport à un pôle P pris 
sur la bissectrice de Tangle yOx, cette podaire sera la sca- 
rabée. 

Ainsi la scarabée est le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées d'un point fixe pris sur la bissectrice d'un angle 
droit, sur une droite de longueur constante dont les extré- 
ïnilés se meuvent sur les côtés de l'angle droit en question. 
Celle propriété de la scarabée d'être une podaire permet 
ïnimédiatement d'en construire géométriquement la tangente 
et le rayon de courbure. 

Cherchons son équation : soient OA = a, OB = ^, OP = a 
eiAB=/5 l^s coordonnées x, y du point M satisfont à 
l'équation 

delà droite AB, dans laquelle 

(2) «»-*-?« = /»; 

elles satisfont aussi à l'équation de la droite MP 



(3) 



(._,^)-p(^-4*).o. 
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Pour éliminer a et p, on tire - et ^ de (i) et (3), et on les 
porte dans (2), que l'on écrit 

*« "^ p« " *«p«' 
ce qui donne 

\{ est indiqué de transporter Torigine au point P; on a alors 
(4) [7*^- J7'-f-a(a:-4-7)v^a]'(ar«-4-^«) = l^x'^y^. 

En coordonnées polaires, on a une équation fort simple 

[r«-f- ra(sin6-+- cos6) v/â]'r* = /«r*sin»6cos»6, 
d'où Ton tire 

r = a/2(sinO -+- cos6) dt /sin6 cos6; 
on discutera plus facilement la courbe en changeant en 

4 



4- 0, ce qui donne 



r — o.a cos6 zh - cosiO. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire cette discussion el 
de vérifier les résultats de la discussion que nous allons faire 
de l'équation (4). Cette équation développée est 

H- aa*(.r-t-^)ï(a;*-r-7«)— l^x^y^ = o; 
l'origine est un point quadruple, les points^ = o^y = — — — 
et ^ = , y = o sont des points doubles. Les ombilics 
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plan sont aussi des points doubles; la forme delà courbe 
(t la suivante : 

Fig. 33. 






"v 



\ 



V) 



-'1\ 



•1/ 

-* — 




/ 



-/- 



Courbe du diable. — Son équation est de la forme 

y^ — x^-\- ay^ -\- bx^ = o ; 
elle se déduit de Téquation de l'hyperbole équilalère 

yt — a?« -+- ay -h bx = o 




en changeant^ en^* et x en x^. Nous ferons 

a = — 24, b = 25, 
et nous la discuterons sous la forme 



y^ — x^ — %4y*-h^5x* = o; 
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nous lui Irouverons un point double à Torigine; elle 
par les ombilics du plan. 

XVI. — Nombre des conditione déterminant une courbe algél 

Une équation d'ordre m en x et^' renferme un terme ( 
gré zéro, deux termes du premier degré, . . .,m -\- i teni 
degré m : elle renferme donc en tout i -|- a -f- . . . -j- ( ^i -f- 

— termes, et, parsuite, elle contient — ~^ 

coefficients. Or deux équations qui ont leurs coefficient 
portionnels représentent la même courbe ; il en résuite q 

courbe d'ordre m ne dépend que des — zlJ} '^' , 

ports des coefficients de son équation à l'un d'eux; pou 
terminer une courbe d'ordre m, il faudra donc en gêné: 



donner 



(m -i-i)(m -^9.) 



'1 



m (m -^3) 1 . . 

I = conditions. 

'2 



Théorème. — Par points donnés^ on peut 

Jours /aire passer au moins une courbe d'ordre m. 

Soit, en eflel, 



m-l 



Clm.or" -^- «//»-!, 1^"*"'^-^- 



Clo,m^"' -^«m-1,0^ 



'fit-l 



~\ • • • ~r~ (Il 



l'équation générale d'ordre m ; si l'on y remphice succès 
menta:etjparjr,, >',,parx2,72,...,^{jLjJV, OLi[i.=r ^ii^ 

on aura [jl équations donnant en général des valeurs dét< 
nées pour les rapports des coefficients a/y; les rapports d 
coefficients cesseraient d'être bien déterminés, si les mii 
du déterminant 
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:ifs aux éléments de la première ligne, étaient tous nuls. 
» alors les coefficients aij auraient des rapports indétcr- 
es et le système admettrait une infinité de solutions. Ainsi 
léorème se trouve établi, 
ious montrerons toutefois que, lorsque la solution est 

:|ue, la courbe passant par — — ^points donnés peut 

;re pas irréductible; nous montrerons ensuite dans quels 
la solution peut être multiple. 

rHÂoBÈME I. — Si par ;— — -points donnés on peut 

ire passer une courbe C unique d^ ordre m, et si parmi 
$ points il y en a plus de mp sur une courbe G' d^ ordre jt^ 
courbe C se décompose en une courbe d^ ordre p et en une 
lire d^ ordre m — p. 

En effet, la courbe C coupe C en plus de mp points; ces 
eux courbes doivent avoir des équations réductibles, leurs 
•remiers membres ont des facteurs communs; si la courbe C 
si une courbe irréductible, le premier membre de son équa- 
lon divisera le premier membre de Téquation de C, et par 
•uile C se décomposera comme il a été dit. 

Théorème II. — Si, parmi les — — points qui déter- 
minent une courbe C d'ordre m, il y en a plus de 

(p — iMp — i) 



mp — 



•1 



*«'• une courbe d'ordre /?, elle est décomposable, 
En effet, supposons qu'il y ait 



mp — ^^- ^-^ ^ ■+■ I 



poinis sur une courbe A d'ordre p ; par les 
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points restants, on pourra faire passer une courbe dWitj 
m — p. Cette courbe jointe à A formera une courbe d'o 
niy passant par les points donnés; si donc la courbe C 
unique, elle est décomposable. 

En général, deux courbes d'ordre m se coupent en m^ 

points et l'on a /n^^ ^ — -\ en effet, celte formule revient 
à /n^ — 3/n^ o ou à m>3 et, si l'on suppose m>3, il est 
facile de prouver que — ^^ '■ — - points ne déterminent pas tou- 
jours une courbe d'ordre m. On a en effet le théorème suivant: 

Théorème III. — Toutes les courbes d'ordre m, passant 
par — ^^ — I points donnesy passent par 

/7ï(m-+-3) (m — i)(m — a) 
m» ^ h I = 

autres points fixes. 

En effet, soient çp = o, ^ = o les équations de deux courbes 
d'ordre m passant par les points donnés; <p -h X^}^ = o repré- 
sentera une courbe passant par les mêmes points et pas- 

I .. niim -h 3) . ^ . . .• , 

sant en outre parles ni^ — h i autres intersections 

de cp = 0, ijy = G. 

Or C5 -f- A'I = o est Téquation générale des courbes passant 
par les points donnés, parce que Tindéterminée X permet de 
faire passer celte courbe par un point déterminé; elle pas- 

sera alors par — ^^ ■ points donnés ( * ). 

On comprend donc que, si, parmi les — points don- 
nés, il s'en trouvait un appartenant à toutes les courbes pas- 
sant par — ^^ — — — — i d'entre eux, les points donnés fourni- 
raient un résultat indéterminé. 



(') Cette proposition n'est pas vraie d'une façon absolue (voir Société 
mathématique de France, t. V, p. i6o : Sur un théorème d' Algèbre j par 
M. Halphen. 
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[Théorème IV. — Si Von connaît ^^liHl 1 — i des points 

vintersection de deux courbes d'ordre m, on trouvera par 

f 4 1 9 /n{m-+-3) , (m — i)(m — a) 

ia même les m^ ^ -|- i = autres 

'À '1 

Ints d'intersection. 

En eflTet, il suffira de former Téquation de deux courbes 
ferdre m, <p = o, <}; = o passant par les points donnés; les 
sections de ces deux courbes fourniront les points cher- 
Si ron applique les principes précédents aux coordonnées 

*ntîelles, on voit qu'il faudra — tangentes pour 

ïrminerune courbe de m'*'"® classe, que l'équation générale 

courbes de m*^"* classe ayant — '^ i tangentes com- 

lones est de la forme <p -j- ^'^y • • • • 

Sans qu'il soit nécessaire d'insister beaucoup sur ce point, 
lest évident que les raisonnements que nous venons de faire 
'appliquent aux points réels ou imaginaires, situés à distance 
nie ou infinie; mais il y a quelques modifications à intro- 
DÎre quand on fait intervenir les points singuliers et nous 
Ions nous y arrêter quelques instants. 



XVII. — Nombre des conditionfl imposées par la donnée 

d'un point singulier. 

Nous avons vu que, dans une courbe algébrique 

i point singulier était caractérisé par cette circonstance que 
•n avait pour ce point, à la fois, 

/i = o, /î = o, /3 = o; 

général, ces trois équations ne peuvent être satisfaites à la 
is, et les courbes algébriques n'ont pas de points singuliers. 
>utefois, ces équations pourront être satisfaites pour des 
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courbes particulières qui jouiront de propriétés plus simph 
que celles de même degré qui sont dépourvues de poini 
singuliers. 

Au point de vue analytique, nous classerons les points sin-] 
guliers en : 

Points doubles, pour lesquels on aura seulement 

(i) /i = o, /i = o, /i = o. 

Ainsi nous rangeons parmi les points doubles les points iso- 
lés, comme les points de rebroussement ordinaires, comme 
les points oii deux branches réelles de courbe viennent se croi- 
ser. Il y a plus, nous rangerons aussi parmi ces points ceux 
où une courbe imaginaire présente le caractère analy- 
lique (i;. 

Les points triples sonl ceux où l'on a non seulement les 
relations (i), mais aussi les relations 

/ii = o» f\t^o, /n = o, /« = o, /„=:o, /ja-o: 

vx ainsi de suite. Un point de rebroussement sera un point 
singulier pour lequel deux tangentes seront confondues. 

Ces points multiples pourront d'ailleurs élre situés à dis- 
tance finie on infinie. 

Il résulle de là que la donnée d"* un point multiple d'ordre 
p pour une courbe algébrique équii'aut à la donnée de 

'À 

points simples ou, si l\)n veul^ étju'vaut à un nombre égal 

de conditions. 

En eflet, se donner un point d ordre p^ c'est se donner les 

relations 

/ = o, /i = o, /î=-o, /3=-o, 

/l 1 = «J /l2 = <>» y /as — O, 






ÊTUDB DBS POINTS SINGULIBBS. IQI 

dernières , 

mprennent toutes les autres, et par conséquent se réduisent 
nombre des termes d'un polynôme de degré/? — i liomo- 

e à trois variables, à savoir P^Pj^ll, 

'A 

La donnée d'un point singulier peut équivaloir à un plus 

Eand nombre de conditions, si ce point est un point de 
broussement. Ainsi, par exemple, la donnée d'un point de 
broussement ordinaire fournira les conditions 

/i = o, /, = o, /, = o, 
/îî— /ii/îî = o; 

cette donnée équivaudra alors, non plus à trois conditions, 
mais bien à quatre. 

En général, si, en un point singulier d'ordre />, a branches 

ont une même tangente, il faudra écrire d'abord les ^^"^ 

conditions exprimant que le point est d'ordre />, puis les 
» — 1 équations exprimant que l'équation du faisceau des tan- 
gentes a une racine d'ordre de multiplicité a. 

Des observations analogues pourraient être faites au sujet 
les tangentes singulières. 

XVin. — Intersections de deux courbes algébriques. Étude 

d'une intersection en particulier. 

Deux courbes d'ordre m et /i se coupent en général en inn 
x>Ints; mais le nombre de ces points peut être moindre et, 
K>ur que l'on puisse dire que les deux courbes se coupent 
oujours en mn points. Il faut compter certains points com- 
nuns plusieurs fols. Ainsi deux courbes présentant un con- 
act se coupent réellement en deux points confondus en ce 
>oint de contact. 
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Considérons, en général, deux courbes ayant un point sii 
gulier commun. 

Prenons pour origine des coordonnées le point singuiii 
en question; les équations des deux courbes pourront sej 
mettre sous les formes 

W "^ji^y y) -^ •l'y+iC-r, y) -.- ^j^t{x, ^) -4-. . . = o, 

^ô ?i+u • • • désignant des polynômes homogènes de degrés f\ 
I H- ly . . ., et ^y, ^y+<^ * - • désignant des polynômes homo* 
gènes de degrés y, y + i, . • •• La courbe (i) aura alors i 
Torigine un point multiple d^ordre { et la courbe (st) un point 
multiple d'ordre y. 

Si nous posons - =: /, nous pourrons écrire (i) ainsi 

ou 

(3) tp/(i, /)-+-a:(p/4-i(i, t)-^... = o; 

pour a; = o, cette équation se réduit à cpi(i y /)=:oct, par suite, 
i racines de cette équation se réduisent pour x t= o aux / ra- 
cines «I, «2- . . . , «I de ^/(i, t) = o. Ces i racines pourront 
élre représentées par a^-\- Z\, «2 H- ^2» . . . , ei, £2? • • • dési- 
gnant des quantités infiniment petites pour j; voisin de o. Il en 
résulte que, dans Téquation (i), i racines v seront représen- 
tées par a\X -\- z^Xs ..., aiX -\- ZiX] or si, pour abréger, 
on représente par M'(j:, y) le premier membre de (2), la 
résultante de (i) et (i>.) sera 

U désignant un produit de facteurs, tels que W{Xjy^)^ dans 
lesquels j'jjL désigne une quantité finie pour j; = o. On pourra 
donc écrire cette résultante ainsi 

JJJ[4;y(T, rtv.r-h evr)H <j;y+,(iC, a^x -\- t^x) , , .]it = 
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'gq bien 

JJ[[ar>^y(i, a^-t- ev) -t-a:>+i 4;y^.,( i, ay-h £v) -h. . .]û = o 
OU enfin 

OU encore 

Les termes du degré le moins élevé dans la résultante contien- 
dront donc x^J en facteur; donc : 

Deux courbes quiy passant en un même point M, ont 
en ce point l'une un nœud d'ordre i et Vautre un nœud 
d'ordre j doivent être considérées comme se coupant au 
moins en ij points confondus. 

Mais il n'y aura pas, en général, contact. 

Si l'une des quantités '^y(i, a^) s'annulait, les équations 
Çi-(i, /) = o et ^j{i , /) = o auraient la racine commune a>,\ 
or ces équations sont les équations aux coefficients angulaires 
des tangentes aux nœuds des deux courbes : les courbes (i) 
et (2) auraient ainsi une tangente commune; pour voir ce 
qui arrive dans ce cas, il convient d'évaluer t^. A cet efiet, 
remplaçons dans (3) t par a^, -\- ev! nous aurons 

?/(!, av-!-ev)^-ar«p/^.l(I, av-4- ev) -^. . .= o 

et, en développant par la formule de Taylor, 

(5) <?/(!, av)-4-ev«p'/(ii av)-+-... -4-37^/4-1(1, av)-+-... = o; 

Oi(i 9 Ov) étant nul, on en conclut, aux termes du second ordre 
près, 

?i(l|«v) 

; Sv sera donc, en général, proportionnel à j? et de la forme 
6yX 4- CyX, e' s' annulant encore avec x\ toutefois cette con- 
L. — rraiié d'Anafyse, II. i3 
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cluslon serait en défaut si ^/(i , Oy) était nul. Il faudrait alors 
prendre un plus grand nombre de termes dans la formule (5) 
et déterminer le degré de e par rapport à Xj par la méthode 
de Minding. 

Supposons donc d'abord ey = b^^x -j- eyX et ^j( i , a^) = o, 
(fi{i , Ay) = O. Non seulement les courbes ont un nœud com- 
mun, mais encore une tangente commune ; la formule (4) con- 
tiendra alors en facteur :r'+^"*"' , et l'on voit que : 

Si deux courbes possèdent en un point M des nœuds à 
i branches et à j branches, elles devront être considérées 
comme ayant i^j points confondus en M, plus autant de 
points confondus avec ceux-ci quelles auront de tangentes 
communes en M. 

Si ^/(i ) ^v) était nul, la tangente correspondant à la direc- 
tion a^ serait une tangente double ou, si Ton veut, une tan- 
gente de rebroussemcnt ; Sy serait de l'ordre ^ en x ; Texposanl 
de x^'^J se trouverait encore augmenté d'une unité si l'on 
avait '}y(i , a^ = o et de deux unités si l'on avait i^'Ai , Oy) = o. 
Nous ne pousserons pas maintenant la discussion plus loin. 

XIX. — Des émanants et des polaires. 

Si Ton fait 

^f ¥ '^f 

^ "^ ()x '^ dy Oz 

P/scra ce que l'on appelle le premier émanant de la fonc- 
tion homo^ène/(j:,7', z), les quantités P-/, P^f . . . seront 
son secoud, son troisième, . . . émanant (t. I, p. aSo). 

Les émanants sont évidemment des covariants. Voici 
une autre propriété dont nous ne tarderons point à recon- 
naître rimportancc. Posons 

9 



r^ni- ( 'V àf Ni"' 
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et supposons la fonction/ entière et de degré m ; nous aurons, 
par la formule de Taylor, 



ji 1 • ^ 



p»/ 



I .2.3. . . n 
1.2.3. . .(m — n) 



si nous égalons les termes de degré nen XQ^y^, . . . , qui sont 
i la fois de degré m — nen x^y^ z^ . . . , nous aurons 



P« 



/ = 



Qm-n 



^>/; 



1.2.3. ../i*' 1.2.3. ..(m — n) 

c'est la propriété que nous voulions établir. 
Supposons maintenant que 

soit Téquation homogène d'une courbe de degré m; les 
courbes représentées par les équations 



P/=o, PV=o, 



PV=o, 



pm-iy = o 



seront ce que Ton appelle la première, la seconde, ... la 

(m — !)**"■* polaire de la courbe /= o par rapport au point 

(xo,^o» ^o)t quî P<>rte alors le nom de pâle. Nous dirons aussi 

qae P/= o est la polaire de degré m — i , ... ; P"*~^/= o 

sera la polaire conique, P'"~*/= o sera la polaire droite 

ou du premier degré. Les équations des polaires peuvent, 

en vertu de la propriété démontrée tout à l'heure, s'écrire 

uissi 

Q«-t/=o, Q'«-*/=o, ..., Q/=o; 

•insiles équations de la n'-™'^ polaire sont à volonté 



oa 



( 



àf àf d/yn) 



im—n) 



= O. 
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On tire de là celle conséquence : 

Si le point (^o> ^o> ^0) ^st sur la polaire de degré 
point (a:, JK, -s), le point (x, j', ;;) sera sur la polaire de d 
m — n du point (xo,^'o> -^o)- 

On sail que la polaire d'ordre m — i est la courbe quif 
par les points de contact des tangentes que Ton peut mi 
du point (a^o, J'o) ^o)» 

On sait aussi que, dans le cas où la courbe est du sec( 
degré, la polaire unique est une droite et que cetic droil 
indifTéremment pour équation 

P/ = o 
ou 

Q/=o. 

XX. — Définition géométrique des polaires. 

Les polaires jouent un rôle important dans la théorie c 
points singuliers, et il est bon, après en avoir donné la dé 
nition analytique, d'en donner aussi une définition purcmc 
géométrique. 

Considérons m points en ligne droite A|, Aj, . . ., Am 
un point M situé sur la même droite; soit MA/ = r/, déleri 
nons un point M' tel que, en posant MM'= /•, on ait 

le point M' sera dit conjugué harmonique par rapport a 
points A|, A2, . . . , A,rt. Deux, points. M', M", seront défn 
par la relation 

20--7;)(7-^)=»= 

on les appelle conjugues harmoniques du second ordre • 
point M. Les points conjugués d'ordre n sont au noinl 
de n et définis par la relation 

2(-r-^)G-^)---G-?;)=*'' 

le nombre des facteurs sous le signe S étant n. 



m _ \ I I 
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Nous poserons 

/a)=a-.^)a-.i)-a-i)- 

L'équalioD /( ) = o aura pour racines les distances M\| , 
ttAj M Au,, et si Ton obser\e que 

le Dombre des facteurs sous le signe S étant m — i , on voit 
qoe/f - )= o fournira les points conjugués d'ordre m — i , 

/*(- j = o fournira les points d'ordre m — •>., enfin 

fournira le point du premier ordre. 
Ceci posé, soient 

l'équation rendue homogène d'une courbe d'ordre m, et 

in point quelconque de son plan; parce point, menons une 
série de sécantes et cherchons sur ces sécantes le lieu du point 
conjugué d'ordre n du point (^o?^'oj -o)« A cet effet, posons 

c désignant une quantité nulle que nous introduisons pour la 
symétrie; r sera la distance du point {xo^y^y Zq) au point 
(^î/» 5), et l'équation 

/■(-To -+- '•ûf, Xq h- rby Zq -+- rc) = o 

'era connaître les distances r du point {xo^j'ot -o) au* points 
" 'nterseclion de la sécante issue de(:ro,^^o) -^o) sous Tincli- 
'^^ison a, b avec la courbe. 
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Cette équation peut sMcrire, en divisant par r^, 

Les conjugués harmoniques d'ordre m — n du point 
seront donnés par la formule 



— ^^— =o 

n 



(^jy 



ou 




pour en avoir le lieu, il faudra éliminer de là «, b, c en 
remplaçant par ^ ^ > ZzzZ?, 5_II_9, ce qui donnera, 
remarquant que r disparaît. 



Ainsi 



( 



à/ df df\ <»' 



La polaire droite du point (^o» J'o? ^o) ^^^ '^ ^'<^w ^^>Ç 
j ligués harmoniques du premier ordre de ce poini 
polaire conique est le lieu de ses conjugués liarmoni 
du second ordre, et ainsi de suite, 

XXI. — Propriétés des polaires. 

Si un point M' est conjugué harmonique d^ordre 
point M par rapport à m points Ai, Ao, . . . , A;„, le poi 
sera conjugué harmonique d'ordre m — ii du point iNI 
rapport aux mêmes points. En effet, le point M' est déGi 
l'équation 
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ons pour origine le point M' et posons M'Ai=rp 
= r!,, ... et M'M = /= — r, nous aurons 

r/= MA/ = MM' -^ M'A/ 



n^-r'-r-n; 



ule (i) devient alors 



\H ■ r;"-r')(r'"^r}-r')'"(r' ' r'j.-r')^'' 



ne 



1 

2 



'■> --- '■* =o 



'i — rrj — r ri, — f 



= o. 



I II I I i_ 

r r^ r ry r' r^. 

multiplie cette équation par 
end la forme 

bre des facteurs sous le signe S étant m — n. Le théo- 
noncé se trouve donc démontré. De là découle cette 
ition, déjà démontrée pour une courbe d'ordre m : 

^que le point M' se trouve sur la polaire d* ordre n 
nt M, le point M se trouve sur la polaire d'ordre 
du point M'. 

[à découle aussi cet autre théorème : 

oolaire droite d'un point M par rapport à une courbe 
re m possède, outre le point M, (m — i)^ — i autres 
en tout {m — i)^. En effet, le point M' décrivant la 
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polaire droite de M, le point M se trouvera sur les polaires 
de degré m — i du point M'; ces polaires forment donc un 
faisceau passant par {m — i)^ points fîxes qui sont autant de 
pôles analogues à m. Ce théorème est facile à généraliser. 

XXII. — Influence des points singuliers sur la classe d'une coorbe. 

Je rappelle que la classe d'une courbe est le degré de son 
équation tangentielle ou, si Ton veut, c'est le nombre des tan- 
gentes qu^on peut lui mener par un point donné. 

Théorème I. — La polaire de degré m — i d'une courbe 
de degré m, relatwe à un point M^ passe par les points de 
contact des tangentes issues de M (j^oj^'o ^o)- 

Ce théorème, déjà démontré, résulte de ce que l'équation 
de cette polaire est 

àf df df 

cl que celte équation exprime aussi que la tangente en M 
j)assc en x^^ l'o, z^, 11 résulte aussi de ce que, quand sur m 
points en ligne droite deux sont confondus, un de leurs con- 
jugués harmoniques d'ordre m — i coïncide avec eux. 

Théorème II. — La classe d'une courbe d^ordre ni est en 
général m {m — i). 

En clTcl, la polaire de degré m — i coupe la courbe propo- 
sée en m [m — i) points (déjà démontré avec plus de détails). 

Ce théorème est soumis à quelques restrictions ; cVsl ce 
qui va résulter des théorèmes suivants : 

Théorème III. — i° Tout point singulier d'une courbe 
de degré m appartient à la polaire de degré m — i d'un 
point quelconque du plan, 

2*^ Tout point triple de la courbe est un point de sa 
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\laire de degré m — i, et un point double de la polaire 

degré m — i d'un point quelconque du plan. 

3** Tout point quadruple est un point de la polaire de 

^gré m — 3, un point double de la polaire de degré m — 2, 

point triple de la polaire du degré m — i dUin point 

melconque du plan, etc. 

£0 effet : 

I *• Un point de la courbe /= o, pour lequel on a 

/i = 0, /i = o, fz = o, 

ippartîent à la courbe 

^0/1 -+-7o/j H- -30/3 = o, 

ui est la polaire d'ordre m — 1 du point quelconque 

'A^ Un point triple de la courbe, pour lequel on a 
>partîent à la courbe 

ni est une polaire de degré m — 2 ; en ce point on a aussi, 
uels que soient XQ,yo^ ^ot 

— (xo/i -H7o/î -+- -50/3) = o, 

^ (a?o/i H-7o/j -+- -50/3) = o, 

M la polaire du degré m — i y possède un point singulier, et 
ainsi de suite. D'ailleurs, la théorie des points conjugués 
:oDduirait au même résultat. 

Théorème IV. — Quand la courbe possède un point de 
rebroussement ou en général un point singulier avec deux 



r : 
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tangentes confondues, la polaire de degré m — i 
gente en ce point à la courbe. 

En eflet, prenons le point singulier pour origine; 
tion de la courbe sera de la forme 

^'"-*?it(a?, y) -+- ^'«-^-«çjn.iCar, 7)-+-. . .-4- <p« (X, y) - 

'iki ?A+i) • • • désignant des fonctions homogènes de d 
k -^ly ... ; l'équation des tangentes au nœud est 



■1 

h L'équation de la polaire du point (wTo^/o? '^o) ^^^ 

les Icrmes du degré le moins élevé en x et^' sont 



■■-'{"l'-y-lj)-- 



donc (ce que Ton savait déjà) la polaire passe par le: 
singuliers, puisque A* est au moins égal à 2, si Tori:;!!! 
point singulier; de plus (ce que l-on a vu ogalenien 
*J^ riicure), la polaire possède à l'origine un point singul 

ordre inimcdialement inférieur à celui que possrde la 
enfin les tangentes au nœud de la polaire sont doni 

()x " (fy 
Or, si cpytrrr o possède une racine double et si, dans c 
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:îsse la classe de deux unités, celle d'un point de 
roussement ordinaire V abaisse de 3 unités, celle d'un 
nt dont l'ordre de multiplicité est n l'abaisse au moins 
n(^n — i) unités. 

Cela découle des théorèmes précédents : eii effet, nous avons 

que, si d^un point M on mène des tangentes à la courbe, 

us les points de contact appartiennent à la polaire de degré 

— I du point M; si la courbe n^a pas de points doubles, 
5 m{m — i) points d'intersection de la courbe et de la 
>laire fourniront m(m — i) tangentes; mais, si la courbe a 
1 point double, la polaire passera par ce point, et la droite 
lenée du point M au point singulier ne sera pas une tangente 
roprement dite. Il y a plus, la courbe, dans le voisinage du 
Dint double, coupera la polaire en deux points confondus, 
: deux tangentes disparaîtront : ainsi la présence d'un point 
ouble abaisse bien la classe de deux unités. Si le point double 
a question était de rebroussement, la courbe et la polaire 
iraient tangentes et par suite se couperaient en trois points 
3nfondus : la classe serait donc abaissée de trois unités. Enfin, 
D point d^ordre de multiplicité n étant un point d'ordre 

— I pour la polaire, la courbe et sa polaire se coupent en 
^ point en n(n — i) points confondus, et la classe s'abaisse 
e n(n — i) unités au moins ; je dis au moins, parce que, si le 
oint multiple considéré avait des tangentes multiples, la 
3urbe et la polaire auraient des contacts qui augmenteraient 
: nombre de leurs points communs confondus. 

Remarque. — Dans les raisonnements qui précèdent nous 
voDs fait usage de la polaire d'un point arbitraire, et c'est 
B qui en fait la force; nos conclusions pourraient tomber en 
éfaut si le pôle était choisi d'une manière particulière. Exa- 
linons, par exemple, ce qui arriverait si on le choisissait sur 

courbe même. 

Prenons pour origine le pôle : l'équation de la courbe se 
éscntera sous la forme 
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Torigine est un nœud si A- > i . La polaire de degré m — i de 
Torigine aura pour équation 

(m — k)z^-^-^^^k{x^y)'^ z^-^-^^m — k — i)Çit-f-i(x,^)-r. ..=o,j 

On voit qu'elle a les mêmes tangentes que la courbe proj 
sée et que le nombre de points communs aux deux courbcfl 
est bien supérieur à ce qu'il est dans le cas général. La scconc 
polaire a pour équation 

(/?i — A )(m — k — O-s"»-*-» ÇA (^, 7) -r- . . . = o; 

elle a donc aussi les mêmes tangentes que la courbe proposée 
si m — k — I >> o ou si /?i }> A* -h i , sinon celle polaire % 
une forme indéterminée. 

Pour ne pas pousser trop loin cette discussion, considé- 
rons un point ordinaire de la courbe et prenons ce point poui 
origine. L'équation de la courbe sera 

La polaire droite aura pour équation 

(!(' sera la tangente à la courbe elle-même. La polaire coniqu 
aura pour équation 

OU 

(//? — I )( A/î — '2 ) . . . 2 ^ 'j^i (.r. y) - {m — 2) (m — 3) ... 2 . 1 . ^2 (T.y ) = 

ou 

( m — i) cpi (.r, >') -T- cpj {t, j) = o, 

et il est à remarquer que, si la courbe a un point double,] t 
quation de la polaire conique se réduit à 

c'est-à-dire à un svslcme de deux droites. La polaire du troi 
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ïme degré d'un point triple se rcduirail î trois irrAlt^, et 

i de soite. 

On voit qu'en général un ptoînt multipJe d':*rdre /> d'uce 

nirbe se comporte comme un point où f^f-rdient condens*^'^ 

points delà courbe. Cette remarque e>lla «>ource d'un ^n*and 

»mbre d^applications: montrons par quelques exemples son 

lité. 

Si une courbe du second deirê a un point double, une 
droite passant par ce point ne la coupe plus, à moins de la con- 
itondre avec elle; donc !a courbe doit se décomposer en deuv 
rdroites. 

Si une courbe du troisième degré a un point double, une 
droite passant par ce point ne la rencontre plus qu'en un seul 
point ; il en résulte qu'en prenant ce point pour pôle. Féqua- 
tîon de la courbe en coordonnées polaires contiendra le carré 
du rayon vecteur en facteur; on pourra le supprimer et Féqua- 
tion pourra être résolue par rapport au ra\on vecteur. 

Une courbe du troisième degré ne peut a^oir deux points 
doubleSy car la droite qui passerait par ces points doubles 
rencontrerait la courbe en quatre points et par suite ferait 
partie de la courbe qui se décomposerait en une conique et 
une droite. 

Une courbe du quatrième degré ne peut aioir plus de 
trois points doubles, car si elle en avait quatre, une conique 
passant par ces quatre points et par un cinquième point la 
couperait en neuf points; elle ferait donc partie de la courbe 
qui se décomposerait en deux coniques. Nous généraliserons 
plus loin ces résultats. 



XXm. — De la hessienne et de rinfluence des points singuliers 

sur les points d'inflexion. 

Nous avons vu que les points d'inflexion d'une courbe de 
degré m, 
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étaient donnés par cette équation et par Téquation 

fn fit fil 

fti fil fiz =o» 

y»! fzi /« 

que nous écrirons pour abréger 

H=o. 

H = G représente une courbe de degré 3 (m — 2), sur laqadl 
se trouvent les points d'inflexion, qui par suite sont m 
nombre de3m(m — îî). On a donné à cetle courbe le nom d 
hessienne de/= o, et l'on peut en donner la déGnition gto 
métrique suivante : 

La hessienne d'une courbe est le lieu des points pom 
lesquels la polaire conique se réduit à deux droites. 

En eflet, la polaire conique du point (x,^r, ^)apouréqaa 

tion 

XVii + YV« -^ ZV33 -^ a YZ/„ -+- 2XZ/„ ^ aXY/,; = o, 

X, Y, Z désignant les coordonnées courantes. Pour que celti 

conique se réduise à deux droites, il faut que Ton ait |)réci- 

sèment 

H =0. 

Ainsi l'on ])eut dire que la hessienne est le lieu des point 
pour lesquels la polaire conicjue a un point singulier-, on peu 
dire aussi que : 

La liessicnne est le lieu des points singuliers de la pre 
micre polaire de la courbe proposée, 

El, en efTet, si l'on désigne par (.ro, J'o? ^0) les coordonnée 
du pôle, Téquation de la polaire du (/« — j)» >"<• degré ou de 1 
première polaire sera 

Exprimons que le point x, j', z est singulier; pour cela, 
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L 

kidra égaler à zéro les dérivées du premier membre de cette 
Ination, prises par rapport à x^^y^ z, ce qui donnera 

^o/ai -^-7o/3^ -^ -^o/aa = o. 

En éliminant Xo; y^t Zq entre ces équations, on a le lieu des 
|innts singuliers delà première polaire. Ce lieu, comme on le 
iMy n^est autre chose que la hessienne. c. q. f. d. 

\. La théorie des polaires permet d'ailleurs de retrouver direc- 
iMBent la formule H = o. En efTet, si Ton prend un point d'in- 
pezion pour origine et la tangente en ce point pour axe des 
j^y l'équation de la courbe prend la forme 

le telle sorte que, pour^ = o, Téquation en x ait une racine 
triple égale à zéro. La polaire conique de l'origine est 

(m — i)(/w — i).,.7.yz -t-(/n — 2).. ,i,\{ay^-^bxy) = o\ 

cette équation représente deux droites dont Tune est Taxe 
des X. 

Réciproquement, si la polaire conique représente deux 
droites, on peut supposer que Tune soit Taxe des x ely sera 
facteur dans Téquation de la polaire conique, à savoir dans 

-rz—^ » et par suite dans les deux premiers termes de/; en effet, 
__/ étant égal à pyz + ay^ 4- byx, ^^ sera égal à 

py - — r(«J'^ + bxy)z -f- Çs, où Çs est un polynôme de degré 

3 en j: et >*. En remontant ainsi jusqu'à/, on voit que j' res- 
tera facteur dans les deux premiers termes ; par suite, pour 
y ^ o, on aura trois racines nulles en x^ et le point en ques- 
tion sera un point d'inflexion. On voit donc que les points 
d'inflexion appartiennent au lieu des points pour lesquels la 
polaire conique se réduit à deux droites, lieu dont l'équation 
est évidemment H = o. 
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Théorème. — i** La hessienne d^une courbe passe 
ses points singuliers; 2** les points singuliers de la ce 
sont singuliers pour la hessienne; 3^ les tangentes au ) 
sont les mêmes pour les deux courbes. 

D'abord, si Ton a /i := o, /a = o, f^ = o, il est faci 
constater que Ton a H = o; cela résulte de ce que les • 
tions/i :=o,/2 = o,/3 = 0, qui sont celles d'un point s 
lier, peuvent s'écrire 

^/î! -^r/îî -+- -.As = o, 

et, pour que ces équations aient lieu en môme temps, i 
que H = o. Plaçons l'origine en un point singulier; Téqu 
de la courbe sera 

Ecrivons-la ainsi 

en mettant ':> au lieu de o^; on aura 

5'«-^"9ii -4- 0,, z'"-^oi2-^ O12 ^'"-^-icp,( w — A) — ^ 



II rrr 



?11 


?n 




?i 




?ît 


Ç2* 




?« 




?I 


?î 


{m 


/.- 


0? 



et les termes du degré le moins élevé dans II scronï, en 
posant z =^ i et en négligeant les facteurs constants, 



(I) 



Si cp est du second degré, les termes du degré le moins 
dans H seront aussi du second degré et la hessienne 
aussi un point double. Si o est du troisième degré, la c 
proposée a un point triple, les termes du degré le moins 
dans la hessienne seront du cinquième degré et elle at 
point quintuple, etc. 
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Quand le nœud est seulement un point double, cp peut être 
pris égal à xy et le déterminant (i) prend la forme 



I y 

1 o X 

y X {m — %)xy 



= — (m — 5)arK, 



et la hessienne a les mêmes tangentes que la courbe proposée. 

Si Ton suppose ç =^^, la courbe possédera un rebrousse- 

ïnem et le déterminant (i) devient nul; il faut alors avoir 

égard aux termes en 0; Téquation de la courbe peut s'écrire 



eir 



-m-îjî ^ -/«-3 6 -H . . . = o, 



on a 



^w-ïOij 2 5'»-3 2 (m —2)5'»-»^ 

l'w-3)z'»»-*6, iy{m — i)z'n-^ ( m — 3){ m — 1) z^-'^y^ 

ou, en n'écrivant que les termes du degré le moins élevé, et 
en négligeant un facteur constant, 

H =7*0,,. 

*^a hessienne a donc un point triple et deux tangentes com- 
mîmes avec la courbe proposée. 

^e là résulte que la présence d'un point singulier fait 
apparaître dans la hessienne un autre point singulier : 

'** Si le point singulier est un point double ordinaire, la 
ûcssienne a un point double et deux tangentes communes 

^^6c la courbe, ce qui fait six points confondus avec celle-ci ; 

donc: 



^^ point double ordinaire fait disparaître six points 

"^'^^flexion. 

^^ Si la courbe proposée a un rebroussement ordinaire, 
^'ïessienne a, en ce point, un point triple et deux tangentes 
^^munes, ce qui fait huit points communs confondus ; donc : 
L. — TrcUté d'Analyse, II. 1} 
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L'n point de rebrousse ment ordinaire dans une courbe 
fait disparaître huit points d^ inflexion. 

3" On verrail, d'une façon analogue, que la présence d'un 
jtoînt triple fait disparaître au moins quinze points d'inflexion 
de la courbe proposée. 

Rkmarqie. — Une courbe du troisième degré 8 3.3.1=9 
points d'inflexion; mais, quand elle a un point double, elle 
n'en |>ossède plus que trois, et, quand elle a un rebroussement, 
elle n'en possède plus qu'un. 

XXni. — Formules de Plûcker. 

Supposons qu'une courbe ne contienne que des singula- 
rités ordinaires. Soient 

m son degré; 

// sa classe; 

le nombre de ses points doubles: 

T celui de ses tangentes doubles: 

/ le nombre de ses inflexions; 

/• celui de ses rebroussements. 

Lu point double ordinaire abaisse la classe de deux unités 
et un rebroussement ordinaire de trois unités ; donc, le nombre 
qui exprime la classe étant en général m(ni — i), on aura 

(i) n-nwni' i) — 9.0 — 3r. 

La théorie des coordonnées tangentielles fournit l'équation 
analogue 

{•).) m ~ ru n — \) — 2 t — 3 1. 

Un point double fait disparaître six inflexions, un poinl 
de rebroussement ordinaire huit; donc 3 m (m — 2) étant le 
nombre des inflexions d'une courbe qui n'a pas de points 
singuliers, on devra avoir 

(3) f = 3//î(m — 2}— 60 — 8r. 
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a théorie des coordonnées tangentielles donnerait 
i» r — 3/n/i — a» — 6t — 8i. 

Les formules (i), (2 ). (3^, (4"^ sont ce que l*on appelle les 
formules de Pliicker. 

Ces formules < Ti, (21. (3), (4) ne sont pas Jislinctes: car, 
«n ajoutant les deux premières, d'une pari, et les deu\ der- 
nières d'autre part, après les avoir multipliées par 3, on ob- 
lieni des résultats identiques. 

Si uDe courbe n'a pas de points doubles ni de points de 
rebroussemeni, les formules (i)et (2) donnent 

n - ( m — I )/?i, i = 3m(/« — a), 

^l la formule (1) 

Il — n{n — I ) — m — 3 e = /n ( /?i — 2 )( m* — 9 ). 

Ainsi une courbe de degré m sans points doubles et sans re- 
«roussements a — ^^— ^^ tangentes doubles. 



XXIV. — Sur la courbe appelée jacobienne. 

^* l'on considère les trois courbes 

= 0, y^--o, ^^- o, 

^^ SI Ton désigne toujours les dérivées relatives à x^ r, z par 
les indices i, 2, 3, la courbe représentée par Téquation 

ou 

<0 TiXî^'» -^ ?«X84'i -^ ?3Xi 'i'î — 'l'iXî?» — 4'ïX3?i — 4'3Xi ?î = 
sera ce que Ton appelle la jacobienne des trois courbes : 

Quand trois courbes passent par un même point, la ja- 
cobienne passe par ce point. 
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En cfTet, en appelant m^n^ p les degrés de 9, '^, ^, on a 

si donc on désigne par J le premier membre de (i), on a 

(ji) Jx = m© , ^- ^. -r-nv ,. ^ ^ -+-/>4' x^^ — — ' 

' ^ àyy, -5) '- f)(7, ;5) ^^ à\^y, z) 

Donc J est nul quand on a à la fois ^ , y , 6 = o ; donc, etc. 

Quand trois courbes de même degré passent par un 
même point, la Jacobienne a en ce point une sinf^u- 
larité. 

En efTet, en diflférentiant (2), on a 

Ox ^ ôx d{y^ z) ^ ôx o(y, z) ^ ^ âx f>( v, :; » 

âx d{y, z) ' âx à(yj z) ^ dx à{y, z) 
Or, quand cp, y, «j» sont nuls, J Test aussi, et ron a 

().r Ox 0{rj z) Ox 0{y^ z) ^ Ox Oiy^ z} 

Si donc m = n = p^ le second membre est égal à /?ij, c'esl- 

, 1- , , . ')J 05 05 ^ , 

a-dire a zéro, cl - > -? - - sont nuls. 

' Ox Oy Oz 

Si y = o et à = o sont de même degré n et passent toutes 
deux par un point double de y = o, la jacobienne de 'z = 0, 
y =0, 'l» = o aura aussi un point double au même puint, 
et de plus les tangentes aux deux nœuds seront les mêmes. 

C'est ce qui résulte de la formule (A); en effet, si n =:pei 

' 0^ , dcp ()( 7 , il ) 0^ Oh , i ) 

SI -^ = o, on pourra y remplacer m -r^ ,/" ^" par n v , ■->' 

r>x ' * J r dx 0{y^z)*^^ OxO(r,z> 

cette formule (A) pourra alors s'écrire 
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d^où Fon conclut que J a ses trois dérÎTées nulles. De plus 
(A) peut s'écrire 



t 



àx ^ ' 0x 0{y. z\ 



En diflféren liant par rapport à x et ji% on a 

ftjT dx* i^âx* d(y. z ^ ôx ox ^(r. - » J ^y 

àx&y \^àx&y <f\y, Z) ffx or 0t r. Zf] *fv 



3P 



et, au point commun. 



X — : =( m — n — 1 —^ — '■—) 



dx^ djfl 0\ y, z 



« 



X 7- = m — /i • : — '— 

ôxày ûyox Oxy^ Z; 



on a donc Jf i : s,, = J,, : 5,2 = J|j ! 5|,:=. . ., ce qui met 
en évidence Tidentité des tangentes. 

Enfin on peut encore observer que, si y= o, 4 = o sont 
de même degré, la jacobienne touchera ^ = o aux points 
communs. 

En effet, (A) peut s^écrire, en supposant J = o, 

X ^— —i m — n,) —^ — ^' — '— ; 
ox ôx Oi y^ z I 

en différentiant (2 > par rapport ky^ on aurait 

X --- := (m — n) -^ — '- ' 

ày ^ <tr ^<r» ^) 

et, par suite, 

à} à^ ôl ôz, âJ àz 

___ . • _^ _^__ • •_ ^__ _^_ . j_ , 

àx ' àx ~^ ày'ày~àz'àz 

La jacobienne de trois cercles est le cercle qui coupe 
orthogonalement ceux-ci. 

On peut donner cette définition géométrique de la jaco- 
bienne : 



I J 

J 

il 

: 
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La jacobienne de trois courbes est le lieu des j 
pour lesquels les polaires droites concourent en un 
point. 

En effet, ce lieu est donné par rélimlnation de a, 3, -' 



à/ 

Or 












La jacobienne rfe ç = o, y = o, '^ = o ^5/ aussi l 
des points doubles des courbes comprises sous la fort 



h 



v^ = o. 



Lorsque le premier membre de la jacobienne de trois ce 
est ldenti(|uemcnt nul, l'une des courbes, si elles se 
même degré, doit passer par les intersections des deux ai 
ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que 
courbes de même degré fassent partie dUin faisceo 
que le déterminant de leurs premiers membres soii 

(^iiand Tune des courbes, -y r^ o par exemple, se n*( 
une droite, la jacobi(Mme est le lieu des points dont l( 
laires concourent en des points situés sur la droite do 

Quand deux des courbes tj» = o, y = o se réduisent 
droites, la jacobienne est la polaire du point de concoi 
ces droites. 

Supposons trois coniques rapporlées à un Irian^dc 

jugué 

a x^ -r- b y- -t- c 5* — o, 

Leur jacobienne sera 



ax 


by cz 


a'x 


b'y c'z 


a X 


by Cz 



= 



ou 



xyz A = o ; 



ÉTUDE DES POINTS SINGULIERS. 2l5 

^dUe se réduira alors à trois droites, à moins que le dëtermi- 
Pliant A des coefficients ne soit nul, auquel cas les coniques 
fieraient partie d'un faisceau. 

On peut définir la hessienne d'une courbe le lieu des points 
doubles de la première polaire de cette courbe. 
En efTet, si l'on considère la courbe 

(•) /=o, 

sa première polaire sera, pour le point {xQ^y^^ Zq)j 

Pour que cette polaire ait un point double, il faut que l'on 
ait à la fois 

i ^o/ll -^yojït -r- >3o/l3 — O, 

' ^0/31 —70/32 — -30/33 = O ; 

Télimination de x^^yo, Zq fournit bien la hessienne. 

La steinérienne d'une courbe est le lieu des points pour 
lesquels la première polaire a un point double ; pour avoir la 
steinérienne de la courbe (i), il faut éliminer x^y^ z entre les 
équations (2), ce qui fournit, en appelant n le degré de/, une 
équation de degré 3(/i — 2). 

La cayleyenne d'une courbe est l'enveloppe des droites, 
telles que AB, A désignant un point pour lequel la première 
polaire de la courbe a un point double B. 

XX¥. — Sur le nombre des normales que l'on peut mener 
par on point donné à une courbe algébrique. 

L'équation d'une courbe de degré m étant 
<i» / = o, 

l'équation de la normale est 

(a) (X-x)|-(Y-^)|=o; 
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cette équation, quand on suppose X, Y donnés, est celle d*un« 
courbe de degré m qui rencontre (i) aux points qui sont les 
pieds des normales menées de X, Y à cette courbe (i). Donc 
on peut, en général, mener m^ normales par un point donné 
à une courbe d'ordre m. 

Mais, si la courbe (i) a o points doubles et r points de 
rebroussement, ces points appartiendront à (2), car (2) est 

satisfaite quand on a -^ = o, -- = o; de plus, il est facile de 

voir que, si le point {x^ y) commun aux courbes (i), (2) est 
un rebroussement de (i), les courbes (i) et ( 2) y ont même 
tangente. Supposons en effet que le point (x,^) soit pris pour 
origine, les équations (i) et (2) s'écriront sous la forme 

La tangente à Torigine à la seconde courbe a pour équation 
yf^'i -+- ^/i2 = ^î car cette quantité est égale à yf^^ + x/n à 
un facteur près, indépendant de x et j', puisque 

c>l le carré parfait de \'f^ , x — s^fx^y ou, si Ton veut, 

(-^Vii-^- '^-O'/is - - j'/îs"» -/il [/ii^ —/ur]' ^ • . .: 
ainsi par un point donné on pourra mener, en général, 

/7i' - - 2 ô — 3 /• 

normales. Soit n la classe de la courbe : 

n = m (m — O — -j» — 3 r : 

en appelant N le nombre cherché de normales, on a ainsi 

N — /?i -^- ^. 

11 y a une exception à celle règle. Soient T le nombre de fois 
que la droite de Tinfini est tangente à la courbe,/? le nombre 
de fois qu'elle passe par les points circulaires de l'infini : la 



ÉTUDE D£S POINTS SINGULIERS. 217 

lite qui joindra le point (X, Y) aux points de contact avec 

âte de l'infini pourra être considérée comme une nor- 

<|ui ne doit pas compter dans le nombre N; les droites 

joignent le point (X, Y) aux ombilics sont aussi des nor- 

f, poisque les droites isotropes sont normales à elles- 

tes ; ces normales ne doivent pas compter dans le nom- 

N, de sorte qu'en réalité on a 

■ 

N = m — n — T — ip. 

[* -On peut mener quatre normales à l'ellipse par un point 
Btérieur; si l'ellipse dégénère en parabole, on ne pourra 
Hbs en mener que trois; si elle dégénère en cercle, on ne 
■oarra plus en mener que 4 — 2 = 2. 

ZXYI. — Sur les développées des courbes algébriques. 

On a vu comment on trouvait l'équation de la développée 

'nne courbe; le procédé le plus simple consiste à chercher 

'enveloppe des normales. Il s'agit maintenant de trouver le 

la classe et les singularités de la développée d'une 

orbe algébrique. 

Nous généraliserons à cet effet la notion de développée 

me il suit : 
Étant donnés deux points A et B, menons par un point M 
la courbe S, dont nous voulons étudier la développée, la 
génie ; soient T le point où cette tangen te rencontre AB et N 
conjugué harmonique de T par rapport à A et B : MN sera 
ttk pseudo-normale de S en M, l'enveloppe de cette pseudo- 
BOrmale sera la pseiido-développée de S. 

Cherchons en combien de points la pseudo-développée de 
S rencontre la droite AB ; soient m le degré de S, S le nombre 
de ses points doubles, r le nombre de ses rebroussements, / 
k nombre de ses inflexions, n sa classe; soient m', 0', . . . les 
aombres analogues pour la pseudo-développée S^ 

I** Il pourra y avoir un point de S' sur AB, parce que de ce 
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point on pourra mener deu\ pseudo-normales infiniment 
siues; deux tangentes infiniment voisines au point M 
courbe proposée viendront alors se couper sur AB, 
point M sera un point d'inflexion : le nombre m! se coi 
hcra donc de i. 

Si*' Il pourra y avoir un point de S' sur AB si le point j 
est un des points d'intersection de S avec AB; ce point 
cidcra avec M et sera un point de rebroussement, la tanj 
en S' sera la droite AB. En eflet, à deux points voisins de 
dont les tangentes concourront sur AB, correspondront 
pseudo-normales passant par un môme point de AB et inf 
ment peu inclinées sur AB; chacun de ces nouveaux poi 
comptera alors pour trois points d'intersection : m' secoiD| 
sera donc non seulement de /, mais de 3m. 

.'i" Quand une tangente ù S passe en A ou en B, la pseuc 
normale se confond avec la tangente : si la courbe S ne pi 
pus en A, il ne se présente rien de particulier; mais, si cell 
courbe passe en A, le point A n'est plus un rebroussemeil 
mais un point ordinaire. 

4" Quand la courbe S est tangente à AB en M, le point de( 
contact M, qui compte pour deux, ne fournira qu'un rebrous^ 
sèment. 

En résumé, si Ton appelle p le nombre de fois que la courbe 
|»assc par les points A ou B, q le nombre de points de S cour 
fondus sur la droite AB, on aura 

wi' = i — 3 m — 3/? — 3 y. 

Supposons que A et B soient les ombilics du plan : celle 
formule aura encore Heu, et la développée aura son degré ni 
donné parla formule précédente. Mais,/? désignant le nombre 
fie fois que la courbe proposée passe par un ombilic, i>/? dési- 
gnera le nombre de fois qu'elle passe par les deux ombi- 
lics, et il conviendra d'écrire 

iri -- i~r~ 3m — 3(2p -^ g ). 

Soit n' la classe de la développée : ce nombre est égal au 
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»re des normales que Ton peut mener par un point à la 
proposée; donc 

n' =r ni-T- n — iip -^ g). 

thons enfin le nombre l' des points d'inflexion de la déve- 
fe. Ces points ne peuvent provenir de points de la courbe 
\sée situés à distance finie, car il. faudrait que deux nor- 
menées en des points infiniment voisins du second 
fussent parallèles. Mais il peut y avoir des points 
lexion à l'infini; si le point correspondant de la courbe 
\un ombilic ou un point de contact avec la droite de Tin- 
en sorte que 

formules de Plùcker feront alors connaître le nombre des 
tts doubles et des rebroussements ; on a en eflet 



nr-=m'{m' i)— 2ô'--3r', 
£'=3(m'-- >.?m'— 6o'-8r'. 



EXERCICES ET NOTES. 



1. De la Gournerie a appelé triangulaires les courbes représen- 
K en coordonnées trilinéaires, par une équation de la forme 



(îr*(ir-(r=»- 



îotcr ces courbes. La polaire réciproque d'une triangulaire est 
triangalaire quelle que soit la conique directrice. 

Si l'on appelle diamètre d'une courbe le lieu des milieux de< 
parallèles à une direction fixe, on propose : 1" de déterminer 
Ire et la classe des diamètres d'une courbe de degré m; 2" de 
rater les singularités de ce diamètre; 3° de démontrer que l'enve- 
des diamètres d'une courbe d'ordre m est d'ordre ( m — i ) ( m — 2 ) 
de classe m — i. 

3. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une courbe 
classe m est d'ordre m{m — i) : étudier les singularités de ce lieu. 
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4. Lorsque plusieurs courbes d'ordre m ont m points coromsi 
leurs polaires d'un point donné se coupent en un même point. 

5. Discuter les singularités de la parallèle à l'ellipse. 

6. Discuter les singularités des podaires. 
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CHAPITRE n . 

QCEsnoxs œ géométrie de lespace on dépendent 

DINFIXIMENT PETTIS DC PREMIER ORDRE. 



^ I. — Coordoimées homogènes. 

Noos représenterons souvent les coordonnées d*un point 

lans l'espace, non plus par Jr, ^v, w, mais par » -* ^ ; alors 

r, V, -5? ^ seront les coordonnées homogènes de ce point ol 
tes rapports de ces quantités à l'une d'elles seront seuls détor- 
minés. Si, dans Téquation d'une surface 

[i) /(^^r» -> = o, 

on change x,^, 5 en - ? ^ j ^ » et si l'on chasse les dononiina- 

leurs, cette équation se transforme en une autre honiogùnt*, 
de même degré que (i), 

/<>>7» -» = 0, 

et qui, pour ^ = i, reprend la forme (i). Les points ù Tinfini 
. correspondent à la valeur ^ = de ^. Si Ton remar(|ue qu<* 
toute équation du premier degré en j?, j^, 5, t rc})résenle un 
plan, excepté Téquation qui ne contient que la variable /, on 
jM>urra convenir de dire que cette équation elle-niénic repré- 
sente encore un plan rejeté à Tinfîni ou le plan de V infini; 
d'ailleurs Féquation ^ = o est Téquation limite vers la(|uelle 
converge l'équation 

ax -\- hy -\- cz -r- dt = o^ 
liand les coordonnées à Toriginc ' """ X' croissent 



221 CHâPITBE IV. 

in(i«*nniincnt, c'csl-à-dire quand le plan représenté parcell 
ér|ualion se transporte à l'infini. 

Tous les points à i^infini peuvent donc être considér 
comme appartenant au plan analytique / = o. 

Rappelons que tout plan coupe une surface d*ordre 
suivant une courbe d'ordre m dont une partie ou la totali 
pourra être transportée à Tinfîni. 

Rappelons aussi qu'une courbe est du degré m quand el 
est coupée par un plan en m points situés à distance finie ( 
infinie. 

Supposons que, par un point de coordonnées j*o,^ro' • 
on mène des droites rencontrant la surface représentée |' 
Téquation 

à rinjini. En d'autres termes, supposons Téquation ( i ) al' 
brique et de degré m ; en général, la droite représentée p 

JT - ■ Tq y — Vo -5 - Za 

('}. ) — ■ — . - — - — p 

a b c 

la rencontrera en m ]>oints, dont les p, ou distances au poi 
^'iM^Vo, r-o, scroiil données par la formule 

( i ) /» r,, - az, Vo - h z, z^i ■ es» — o. 

Si cette équation en p s'abaisse au degré m — i , on poui 
(lire qu'elle a alors une racine infinie, el que l'un des poir 
(rintersection de la droite (•>.) et de la surface est à Tinfii 
Si Ton appelle cp(j*, j)', z) l'ensemble des termes de degré 
|>Ius élevé dans /"(^.r, v, z), on voit que, pour qu'une droi 
lell(» que {u) rencontre la surface à Tinfini, il faut et il sufl 
que '^{a, bj (?)^^o, condition indépendante de ^o> J^'o* *-^ 
qui montre que toute droite parallèle à une droite rencon 
Irant la surface à l'infini la rencontre elle-même à Finfini. 

Les droites qui rencontrent une surface à l'infini sont df 
droites asymptotiques^ leurs directions forment les direc 
lions asymptotiques; les droites asymptotiques passant ei 
^^0» J'oî ^0 forment le cône des directions asvmplotiques reb 
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■es à ce point; pour obtenir son équation, on élimine a, b, c 
pftre 9< a, by c) = o et les équations (2), ce qui donne 

Le cône des directions asymptotiques porte parfois le nom 
cône directeur. Dans les surfaces engendrées par une 
«te mobile, les droites génératrices de la surface sont évi- 
iment des directions asymptotiques. 

n. — Tangentes anz courbes gauches. 

La tangente en un point M d^une courbe gauche se définit 
comme la tangente à une courbe plane; c'est la limite des po- 
sitions que prend une sécante passant au point M, quand un 
second point d'intersection vient se confondre avec cepointM. 

Les équations générales des droites qui passent par un 
point M d'une courbe ayant pour coordonnées x, r, z^ el 
par un second point ayant pour coordonnées j: -{- Aj?, >- — Ar, 
z-^ \z sont 

X-r _ Y^- j Z-z 

Ajt Av Lz 

Dans toute courbe le z est une variable dont Vx et Y y sont 
fonctions; plus généralement, on peut supposer x,)', z fonc- 
tions d'une variable indépendante quelconque t. En nuilti- 
)Iiant les équations (1) par A^:= dt et en supposant que le 

•oint JT 4- Aj:, ^'-f- A>*, z ^ ^z vienne se confondre avec 
^ >', z, les équations (1) deviennent, pour A^ = o, 

X — X Y — y Z — z 

x' ~ y ~ z ' 

\ y-^^ js' désignant les dérivées de x, ^, z relatives à t. Nous 
*rnplacerons plus souvent ces équations par les suivantes 

X — X Y — y Z — z 



... , 



dx dy dz 

ue VoTL obtient en divisant les premières par dt. 
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Ce sont les équations générales de la tangente à une courb( 
dans Fespace. Si Ton suppose z = tj elles prennent laform* 

Ces équations sont celles de la tangente à la projection del 
courbe sur les plans des xz et des ys. Ce qui démontre qi 
ta tangente à la projection d'une courbe sur un plan e 
la projection de la tangente à la courbe sur ce plan; ^ 
qui était presque évident a priori, 

La tangente à une courbe gauche en un point M est ( 
général la limite des positions que prend une sécan 
quand deux points d'intersection viennent se confonde 
en M. 

En eflct, les équations d^une sécante passant par les poio 
de la courbe ^i, jKi? ^i et ^2,^2» ^a o^it pour équations 

\ - ^"i — ( Z - ■ 5i) -_ — — y Y —j'i — ( Z — -3, ) - --"-; 

cl si X et y sont développablcs par la formule de Tavl 
limitée à son premier terme, on pourra écrire 

.r^ — u'i — I Zf — Zi) ^ , 
Vi — }'i '*i' -^1 *'*'i ' 

;' et r/ désifijnant des valeurs de -77? -77 pour une valeur de 

ctz ctz 

comprise entre z^ et z^ ; les équations de notre sécante sec 
ront alors 

X — xi.-_-(Z — -3,};', Y— ji=^ (Z — w, )t;. 

En passant aux limites et en supposant de plus -.-^ 

continus, on retombe sur les équations (2). Mais celte co 

clusion suppose x^ j', -,- > -t: continus. S'il en était auti 

ment, on dirait que le point (or, >', 3) est un point singah 
de la courbe, et notre théorème pourrait cesser d'être cxa 



INFINIMENT PETITS DU l" ORDRE DANS l'eSPAGE. 225 

Toutefois, ne sont pas considérés comme singuliers les 

Joints où -T- ou ^ seraient iniinis, si cette circonstance dis- 

>araît par un changement de coordonnées. Tous les raison- 
lements que nous ferons dorénavant supposeront, à moins 
jue l'on ne prévienne expressément du contraire, que l'on 
l'a jamais affaire à des points singuliers. 
Pour exprimer qu'une droite représentée par les équations 

,v X — Xfi Y— 7o Z — 5rt 



3st tangente à une courbe, il suffira, d'après ce que l'on vient 
ie voir, d'exprimer qu'elle rencontre la courbe en deux points 
confondus, ce qui se fera en écrivant que les équations (3) 
et celles de la courbe ont deux solutions communes confon- 
dues, ou, si l'on veut, que les équations en p, obtenues en 
portant dans les équations de la courbe 

à la place de X, Y, Z, ont une solution double commune. 

(Toutefois il faut bien faire attention qu'une droite rencon- 
trant une courbe en deux points confondus en un point sin- 
gulier n'est pas toujours tangente.) On pourra aussi, et cela 
vaudra mieux, exprimer que la droite (3) coïncide avec une 
Ungente, en identifiant les formules (3) avec (2); on a alors 

{ZJP CL 

x-h (Z — z) -j- = Xo-h(Z — Zo) - j 

az c 

(^s formules devant avoir lieu quel que soit Z, il faudra que 

d.r a 

dy b 

dx _ dy ^ dz 
a ~ b ~ c 

L. - TraUé d'Analy9e, II. i5 
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En éliminanl x^y^ z entre ces équations et celles de la c o 
on aura les conditions du contact. 



m. — Plan normal, plan tangent. 

Le plan normal à une courbe au point M est le plan p< 
pendiculaire à la tangente en M passant par ce point. 

Une normale est une droite perpendiculaire à la tangen 
menée par le point de contact. JLe plan normal en M estdoi 
le lieu des normales en M. 

Si Ton suppose les coordonnées rectangulaires, Téqualii 
du plan normal en x^ y, z sera donc 

(X — J-) r/x -r- ( Y —y) dy-h-iZ — z)dz=o. 

Ce plan, en effet, passe bien en x, j*, z et il est perpendic 
laire à la direction dx, dy^ dz de la tangente en ce point. 
Un plan tangent est un plan qui passe par une tangent 
L'équation générale des plans tangents au point (x, /, z) se 
donc 

X._,_,Z .)'^: -X[(Y -V, -(Z-.,^:]-o 

ou, si Ton veut encore, 

A, B, il étant liés entre eux |)ar la relation 

A dx -\Wdy Csdz ~ o. 

Pour exprimer (ju'un j)lan est tangent à une courbe, il ^ll( 
d'écrire qu'il p isse par une tangente, ou qu'il rencontre 
courbe en deux points confondus, ce qui se fera en élimina 
X ely entre les éf|uations de la courbe et du plan et en exp 
mant que la rcsullante en -G a une racine double [lorsque 
point {x^y^ z) n'est pas singulier]. 
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IT. — Plant tangents anx sorfaces conrbes. 

Supposons que les équations d*une courbe soient données 
sous la forme 

j ^(T,y. z)=zo. 

Cherchons les équations de la tangente au poinl (x, r, z). Ces 
équations sont 



(Le dy ~ dz ' 

mais il reste à remplacer rfjr, dy^ dz par leurs valeurs que 
ion déduira de (i) après les avoir diflTérentiées, ce qui donne 

\ — dx — dv — dz — o. 

f - - dx — - dv — — dz — o. 
Wjt tty ' Oz 

'-^s équations de la tangente s'obtiendront en tirant -.^ et -^ 

^c (3) pour porter leurs valeurs dans ('a)^ ce qui revient à 
éliminer dx, dy^ dz entre (2) et (3). Cette élimination peut 
•»€ faire en remplaçant, dans (3), dx^ dv^ dz par les quanti t<;s 
pi^portionnelles X — Jr, Y — 1', Z — z tirées de (i); ce qui 

donne 

f)x - ^ Oy oz 

^lles sont les équations de la tangente. 

L'une de ces équations est indépendante de la forme de 
'3 fonction /; c'est Téquation (5); l'autre (équation (4), qui 
est du premier degré en X, Y, Z, et qui par conséquent repré- 
sente un plan, reste la même quand on fait varier h d'une façon 
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quelconque. En faisant varier la forme de 0, on eng 
série de courbes situées sur la surface /=o, et | 
x, jK, z] Tune des équations (4) des tangentes à c( 
est donc la même pour toutes ces courbes : elle i 
donc le lieu des tangentes à ces courbes. Ce lieu c; 
Ton voit, un plan; on lui a donné le nom de piaf 
en X, jK, 5 à la surface /= o. 

L^équation (5) est de même celle du plan tanger 
faceO = o; on peut donc dire que la tangente ci 
courbe, intersection de deux surfaces, est l'inters 
plans tangents à ces deux sur/aces au point M. 

La notion de plan tangent est si importante que n 
nous y arrêter un instant. Le plan tangent en 
d'une surface est le lieu des tangentes menées pa 
ù la surface. Cette définition ne peut être adoptée ( 
on a prouvé que le lieu des tangentes est bien un pi 
est pas toujours ainsi, et la démonstration précéd 

. , .1 . * df ùf df . 

mmee avec som, le prouverait; car, si j- > y- et >; el 

tous trois, elle tomberait en défaut. 

En général, en un point donné d'une surface n 
par l'équation/ = o, on n'a pas à la fois 

()/• àf ôf 

ax oy ôz 

toutefois cette circonstance pourra se ()résenlcr 
point [x^y^z) est un point singulier. En gi'in 
appellerons /?o£//^ singulier tout point d'une sur 

lequel la coordonnée :; ou l\inc de ses dérivées - 

cesserait d'être finie et bien déterminée. 

Lorsque l'équation d'une surface se présente sou 

ou 

l'équation (5) du plan tangent prend une form- 



/ 
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Isitée: -,- et ^ sont égaux à t^ et -r- ou 3- et 3- > et 3^ est 

' àx ày ^ ôx dy ox oy oz 

égal à — I : on a alors, au lieu de l'équation (4), 

g(X-.)-^|(Y_^)-(Z-.) = o 



OU, fil désignant, conformément à un usage très répandu, 

à^ . àz 

— par pel^ par q, 

(7) Z-z^p(X-x)-^q{Y-y). 



Il est clair que cette équation du plan tangent deviendrait 

àz ôz 

illusoire si au point (^, J', 5) les quantités p= ^, q= y 

cessaient d'être bien déterminées. 

On passe de l'équation (7) à l'équation (4) en observant 
crue la règle de la diffiérentiation des fonctions implicites 
donne 

^ Ôx' dz^ ■* dy' dz 

On voit d'ailleurs que 4-^ j-^ 4~ ^^ peuvent être nuls à la 
fois qu^en un point singulier. 

Le plan tangent en x^y, z est le lieu des droites qui, 
pcLssnnt en x, y^ z, passent aussi par un point infiniment 
voisin de ce point. 

Cette proposition presque évidente peut se démontrer di- 
rectement, en observant que 

\—x _ \—y _ Z—z 
dx ^ dy ^ dz 

sont les équations d'une droite passant par deux points infi- 
niment voisins ( j?, ^, 5) et ( j? -H dx^ y -H dy^ z + dz). Si ces 
deux points sont sur la surface, on a 

dz-= pdx -^-q dy\ 
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d^où Ton conclut Féquation (-) par rélimiDation de dx 
dy, dz. 

Le plan tangent est, en général, la limite d\in jditi 
passant par trois points, infiniment voisins du point il 
contact, se confondant avec lui. 

En effet, Téquation d*un plan passant par trois points 



x,y,z\ x^ h,y-^ k, z^l\ x-^h\y ^k\ z-l' 



est 



X — j- Y— ^ Z-z 



h 
h' 



k 
k' 



i 
V 



= o; 



en observant que la formule de Tavlor, limitée aux terme? J 
premier ordre, donne pour les accroissements l ei t A(t z 



i = p/t -r- gk, /' = ph' -4- qk\ 



on a 



X — j" Y — y Z — z 

h k ph -r- qk = o. 

h' k' ph' -•- qk' 

Multipliant la première colonne par py la seconde par </ 
soustravant de la dernière, on a 

\ - ./' ^ - - y Z — z - p{\ — x ) — q{\ \>' > 

// / (> : c» 

! f^ ^' <> 

ou bien, en supprimant le facteur //A^ — Â7/[diflVTent de z« 
si les points (0,0), {li,k)^ {1^' yf^') ne sont pas en ligne droit 

Z — z—p{\ —x)—q{\ —y) ^ o; 

c'est Féquation du plan tangent. 

Cette démonstration suppose h et A* développables pai 
formule de Taylor; elle ne s'appliquerait donc pas au po 
{^^J'y z) si ce point était singulier. 
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Le plan tangent à une surface, en un point donné M 
lui nest pas singulier, coupe cette sur/ace suivant une 
:ourbe qui présente un point singulier en M. 

En effet, si l^on prend le plan tangent pour plan des xy et 
e point de contact pour origine, Téquation de la surface est 

le la forme 

i quantité o (x, y) est nulle pour a: = o, ^ = o, les quan- 
ilésp et y, c'est-à-dire t^' zî;' '^ sont aussi ; car le plan tan- 
ent, qui a pour équation 

e réduit à Z = o pour j: = o,^ = o. Ceci posé, l'équation 

e la courbe, intersection de la surface par son plan tangent, 

st 

Orj^, -^ sont nuls pour a: = o,^= o; donc le point de 

'°^act est un point singulier de la section. 

^^ appelle normale à une surface la normale au plan 

^S^nt menée par le point de contact. 

^cs équations sont 

X—x Y— y Z-z 



î en supposant la surface représentée par une équation de 
forme /= o, 

(X-.):|=(Y-^):|^-(Z_.):g. 

La tangente à une courbe est une droite dont la distance 
un point de la courbe infiniment voisin du point de 
itact est du second ordre; le plan tangent à une surface 
un plan qui est à une distance du second ordre d^un 
int quelconque infiniment voisin du point de contact. 
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C'est ce que l'on peut constater géométriquement en obser- l 
vaut que, si M et M' sont deux points infiniment voisins d'une 
courbe et P le pied de la perpendiculaire menée de M' sur la 
tangente en M, on aura M'P = MM'sinM'MP; or l'angle 
M'MP tend vers zéro, puisque MM' a pour limite la tangente 
MP en M; donc M'P est bien du second ordre. Réciproque- 
ment; si M'P est du second ordre par rapport à MM', il fau- 
dra que M'M P soit infiniment petit, c'est-à-dire que la sécante 
MM' soit, à la limite, tangente à la courbe. 

Soient maintenant M un point d'une surface, M' un point 
voisin de M pris sur la surface, M'P la perpendiculaire menée 
de M' au plan tangent. Considérons une courbe passant en M 
et en M' et sa tangente située dans le plan tangent; la distance 
de M' à sa tangente est au moins égale à M'P; or, cette distance 
étant du second ordre, il en sera de même de M'P. Récipro- 
quement, si M'P est du second ordre, quel que soit M', le 
plan sera tangent à la section plane passant en M', et par suite 
contiendra une infinité de tangentes à la surface. 

V. — Nouvelle forme de Féquation du plan tangent. — Conditions 

auxquelles on peut l'assujettir. 

Supposons que, dans l'équation d'une surface 

on remplace x^y^ z par -, y, ^ et que l'on chasse ensuilr 

le dcnominalcur t (si Ton peut); on obtiendra une équation 
homogène en x, r, z^ t^ à savoir 

laquelle sera identique à/(:r, j', ;;) = o quand on supposera 
^= I [si l'équation /(x, y^ z)=^o est de forme entière, 
l'équation (i), obtenue en chassant le dénominateur t, sera 
entière et de même degré]. Nous pourrons difTérentier la 
fonction / par rapport à /; mais, les difft'rcntiations cffec- 
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S, nous supposerons t=i. Ceci posé, Téquation du 
à langent à la surface (i), dans laquelle / est supposé égal 
» est 



Ox fyy dz \ Ox '^ ày ôz J 



on a identic|iieTnent, en vertu du théorème des fonctions 

mogènes, 

à/ 

àx ' '^ ày ' ^ f)z ' ' dt 



df àf df 



désignant le degré de la fonction homogène /; et, comme 
r, y^ -3» ^) = o> o*^ ^'re de là, en supposant / = i , 

i)x -^ ày àz àt àt 

» par suite y (2) devient 

' àx ày àz àt 

Mte formule est une nouvelle forme de Péquation du plan 
mgent, qui est souvent plus utile que la forme (2). 

Problème I. — Trouver la condition pour que le plan 
^présen té par 

:]) /X -H mY -+- /iZ -T-/>T = o 

IMÙE T est supposé égal à un) soit tangent à la surface re- 
wésentée par V équation 

/(X,Y, Z, T) = o. 

Pour résoudre ce problème, on peut exprimer que le plan 
éope la surface en trois points confondus, ou suivant une 
iiKirbe à nœud; mais il vaut mieux identifier Téquation (1) 



\ 
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avec celle du plan tangent 

ox ày oz ot 

au point {x^yy 5), ce qui donne 

,o^ "^f f àf àf àf 

avec la condition 

(4) /(j:,j, z, = 0, 

qui exprime que le point (x, v, z) est sur la surface. En 
minant j:, v, :;, t enlre (3) et (4), on a la condition cl 
ciiée. Pour faire l'élimination, on égale la suite de rapp 
(3) à 5; on a alors 



àf .,_^ àf àf df 

ày 



(5) -f—sl^Oy -^ sm=o, ^ 1/1=0, ^— i/>=o: 

ôx dv dz ôt ^ 



en ajoutant ces équations, multipliées par x, y^ z^ /, e 
observant que 

/>/* ()f i)f i)f 

iix -^ <)y Oz ot ^^' 

on a 

( () ) Ix -^ m y -^ nz -r pt -- Oy 

é(jualion (|ui peut remplacer (.{). Ainsi la condition chen 
s'obtient en éliminant j*,»', :;, /, s enlre (5) et (6). 

Si, pour faire une application, nous supposons que/ 
se réduise à réijuation du second degré 

(7) 

( — la^i^xt -r- 2aj3j'-c -+- la^^yt -r- la^^zt = < 

la condition pour que le plan (1) soit tangent à celte sur 
s'obtiendra en éliminant x, v, r, /, s entre (G) et 

aiix -\- fliîj-i- «13;; -^ cL\\t — Is = o, 
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qoi donnera pour la condition cherchée 



«11/ 


«U 


«n 


«1^ 


^ 


«Il 


«îî 


«14 


«n 


m 


«31 


«3î 


«31 


«3V 


n 


«U 


«*î 


«V3 


«4V 


P 


/ 


m 


n 


/> 


o 



= o. 



général, assujettir un plan à être tangent à une surface, 
t Fassujettir à une seule condition, comme on le voit, 
ndant les équations (3) et (6) peuvent être telles que 
puisse en déduire deux relations distinctes, indépen- 
de x^yj 5, entre /, m, /i, p. Dans ce cas, les rapports 
l n ip peuvent s'exprimer en fonction d'un seul d'entre 



:, et les formules (3) montrent que les dérivées -7-> y-> 

»• ^ sont telles qu'il existe deux relations homogènes entre 

55. Nous reviendrons plus tard sur cette question; bor- 
is-nous à faire observer, dès à présent, qu'il existe une 
156 particulière de surfaces que l'on appelle développablcs 
telles qu'assujettir un plan à leur être tangent, c'est Tassu- 
tîr à deux conditions. 

Problème II. — Trouver la condition pour qu^unc droite 
he une surface* 

On peut exprimer que la droite rencontre la surface en 
X points confondus; mais, si l'on observe que la surface 
t avoir des points singuliers, il vaudra mieux exprimer 
la droite en question est contenue dans un plan tangent 
passe parle point de contact. 
Soient 

/X -i- m Y H- 71 Z -h-p T — o, 
rX -T- m'ï -+- n'Z -i-/>'T = o 

équations d'une droite ; pour exprimer qu'elle est contenue 
s le plan tangent au point (x, y, z, t) à la surface repré- 

tée par l'équation 

/(^,7, -» = o, 



) 
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il faudra exprimer que le plan langent 



ôx 






passe par l'intersection des plans (i), et que le point (x,, 
est sur la droite ( i). En appelant alors 5 et s' deux para 
convenablement choisis, on devra avoir 

-j--4-*«-h*«=o, -T — h sm -7- s m = o, 

OX oy 



àf 



-f _' 



àf 



Jl —I 



az àt ^ ^ 

Ix-i- mjr-^ nz-hpt = Of Vx-^my-^n'z-T-p't — 

L'élimination de x^ y, z, t, 5, s' entre les équations 
nera la condition cherchée. 

En particulier, si /(j?, y, -, t) est égal à la foncL 
second degré an j:^ 4-. • •+ ^a^a^zt, on aura pour 1 
dition cherchée 



an 
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VI. — Coordonnées tétraédriques. 



Désignons par/?, y, r, 5 les distances d'un poinl à 
plans fixes formant un tétraèdre; soient x^y,z les co 
nées rectangulaires de ce point : on aura 



(') 



p = xcosx -h^cos^ -h^cosy — ra, 
q = X cos a' -r-y cos ^' -^ z cosy' — ny', 
r = X cos a*' -^ / cos ^'' -\- z cos y' — tn"' , 
5 = a: cos a'" -f-j cos 3'" -+--3 cos y** — ra'", 



cos a, cos p, cos Y désignant les cosinus directeurs de 
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bn j3 ^ o el B sa distance à l'origine, etc. En appe- 
I a, b, c, d tes aires des faces du tétraèdre formé des 
t plans en question, qu'on appelle tétraèdre de réfé- 

ap -^ bq ^ cr -\- di = V, 

bignant le triple du volume du tétraèdre de r6f<';rence. 
1 trois premières formules (i) on peut tirer j:, y, z eu 
1 de p, qi r sous la forme 

I»=A;)-.-B?-t-Cr---D, 
^ = A> 4- B' 7 -,- G' r -*- D', 
s =A'/>-f-B'7-i-C>-(-D'. 

ela est évident; toutefois, on peut prouver directement 
ftle déterminant S{± cosacosp'cosy) n'est pas nul, son 
é pouvant s'écrire 



isa* Ecosa'cosa' 



Scosa'cosa" 
Scos'a" 



I appelant \ [ji, v les angles des directions a, p, y; 

I?', i; J, ?'. ï", 



■ -i-sGosXcosiicosv — cos'l — cos'|i~cos*v. 
9 quantité peut s'écrire 
— [(cosl — cos[iicosii)*-t-cos*(t-+-cos*v — 1 — cos'iacc 

— [(cosit — cos(ïCOSv)' — sin'jt sin*v] 

, *-i-(i-l-v , (14-v — X . X + v — (ji . X 4- [1 — 



S ne peut être nulle, à moins que >. + {a H 



: .f*:âces( 



*fl 



-i .:? !ifoi 



7 |1. 



r- .•.] 



-iiliUl 



■ ■-.;.••*• Ju poi) 

V "-. "-.■. .:"r !ïîeni[jre. ei 



r: - 



^•' '■- "i tri'.in'-.tires. 
itrilror. rjii >n]t 



Lzs --Liriiiii £1 :::rd2nnees polyédriques. 
'■ : : :■:.. i:.:r- i une surface se préscnl 



— >. 
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y, r, • • . désignant les distances d^un point {xy y^ z) de la 
face à des plans fixes ou ses coordonnées polyédriques; 
'éfjuation du plan tangent prend alors une forme remarquable 
bt souvent utile que nous allons faire connaître : on a 

dx dp dx dq dx 

Supposons que Ton ait 

p = X cosa -4-^ cos p -f- 5 cos Y — w, 
q =arcosa'-r-ycosP'-f--5CosY'--w', 



Il formule précédente deviendra 

ox dp oq 

et ron aura deux formules analogues pour calculer /^» /■• Si 

fon appelle alors P, Q, . . . ce que deviennent/?, qr, . . . quand 
m y fait a: = X, j' = Y, 5 = Z, on aura 

(X-x)g^(Y-^)|-.(Z_.)g 

= |^[(X — x)cosa -^(Y— j)cosp -r-(Z -- ^)cosy] 

H- 1^ [(X — x) cos a' -i- (Y —y) cos ?'-^ (Z — z) cosy'] -^- . . • , 

t*esl-à-dlre 

(^X-^x)% ^{\ -y)% -^{Z- z)% 
^ ^ dx ^ Oy ^ ' ôz 

L'équation du plan tangent prend donc la forme 

|(P-/')-^|(Q-'7)-... = o, 

^l, si la fonction/, ce qui est le cas ordinaire, est homogène, 
[^ /? -4- -p y 4- . . . sera égal à/multiplié par le degré de Tlio- 



r 
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mogénéiu', c'est-à-dire à zéro; réquation du plan Udj 

deviendra alors 

dp ^ ôq or 

Dans le système de coordonnées tétra^driquesy on Iroa^ 
comme plus haut, la condition pour qu'un plan soit tai 
i\ une surface; nous ne reprendrons pas ici des calculs 

fuils. 

On pout dt'montrer relativement aux surfaces un théorèi 
analogue à celui que nous avons démontré en Géométrie pi 
et qui est dû à Poinsot : 



TiiéoKÈMK. — Si p^ 7? ^î • • • désignent les distances 
point M à des surf aces fixes P, Q, R, . . . (e/i appelant dk 
lance (Vun point à une sur/ace la normale abaissée de 
point sur la sur/ace), Inéquation 

APj q^ ry ...) = o 

représentera^ en général^ une surface^ et la normale ai 

point M sent la résultante de longueurs, égales à —»:-»•• •» 
' ^ ^ ôp ôq 

portées sur les droites p, 7, . . . dans un sens ou dans le sens 
opposé^ suivant leur signe. j 

I 

^ 

Soicnl, en efTel, a, b, c les coordonnées du pied de la nor- 
male p sur la surface P; a' , b', d les coordonnées du pied de 
la normale q sur la surface Q, ... ; on aura 



(!) 

Or 



<>/; ^ <\i dp ^àldq^ 
ôx ôp dx ôq dx 



= ^(j--a)'-^(jr-b)'^{z — c)\ 



(a) dp=-[{T— a)(dx -da) + (y—b){djr-db) + {z — c^dz — de)]; 
mais la direction da^ dh^ de est celle d'un déplacement 
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X — CL "v ^— Jy ^ — c 

effeclué sur la surface P; tandis que > > sont 

^ P P P 

les cosinus directeurs de la normale/?, que nous appellerons 
cosa, cos 3, cosy; on a donc 

da -\- du H de = o, 

P P P 

el /'s»/) devient 



dp = - [{x — a) dx -\- {y — b)dy -\-{z — odz] 
P 
= cos %dx-h- cos ^dy -^ cos y dz ; 



d'où l'on lire 



dp 

-,- = cos a, 

dx 



dp Q dp 

-f- = cos 3, -7- = cosv. 

dy ^ dz • 



La formule (i) devient alors 



T- = i- cos a -4- -f- cos a 
ax dp ùq 



3t, a\ a', . • • désignant les angles que font /?, 7, /*, 
Taxe des x. On voit que la longueur 



--vm-m-m' 



avec 



portée sur la normale à y*= o, et qui a pour projection sur 
: Taxe des jr, %—» est la résultante de i-? 4-^ - portées sur les 

^i ^ ox dp oq * 

droites />? 7> • • • > cal* ce que l'on a dit de Taxe kXk^'t^ x peut se 
|: dire pour Taxe des j' et l'axe des -3. c. o. f. d. 

Application. — Trouver le plus court chemin d'un point 
a un autre en touchant une surface donnée. 

Prenons des coordonnées tripolaires. Le premier polo sera 
au point de départ, le second au point d'arrivée et le troisième 
sera quelconque; l'équation de la surface sera 

f(p. 7» '*) = û. 
L. — Traité d* Analyse^ II. i^> 



iAÎ 



C^ c *. - -*EÎ rt^JT^ 



lÎBÎaïaiii. c'^^l /» -+- 7 ; on posera d< 



i'p ^ç tir = o. 



Li B^'lKu^ie ik^ aiQllîpIîcilirars donnera 



•V 



— =o 



•~*r. 5S Ton \eui mener U normale à la surface au poi 
•.^u îe chemin cbencfaê la rencontre, il faudra porter sur 
rayons /"-. <j des lonpieur» enraies, sur le ravon r une longue 
nulle et composer c^^ lon^rueurs. Cela prouve que la m 
m aie à la surface partaire Tan^rle du chemin cherché en dei 
pirtîr'i^ égales el que le chemin en question est situé àt 
un plan normal passant par le point de départ et le poil 
d arrixêo. 

Le clieinin cherche serait donc précisément la route 
suivrait le ravon lumineux réfléchi par la surface, et qi 
t-iiiaiié \\\\ poiiil de départ, al»outirait au point d'arrivée. 



YIII — Surfaces podaires, surfaces parallèles. 

Soienl O un poinl fixe, S une surface fixe : le lieu des pieds 
des perpendiculaires abaissées du point O sur les plans tan- 
gents à la surface S est ce que Ton appelle la surface po^ 
daire de la surface S par rapport au point O. 

Soient P le plan tangent à la sur/ace Sen^l, et t: le pied 
rie la perpendiculaire abaissée de O surl^; il est facile de 
10 ir qttr la normale en - à la podaire passe par k 
milieu de OM. 

Soient, en effet, a, ^3, y les coordonnées de M ; x^ y, z celles 
de t:; on aura 



^0 



piT'-%)-^q{y— ?) = ;: — Y» 
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formule où l'on a posé, pour abréger,/? = -.-> 7 = jj^l on aura 



^? 



aussi 



i>) 



X y 



I 



f)z ()z 



Calculons -"- 1 " » A ccl effet, écrivons (2) ainsi 



<>-r Oj 



»3> 



x-\- pz —o, r-\-qz = o, 



et clîflTérentions (1) et (3); nous aurons 

dp(jr — a > ^ dqiy—^) -^p{dx — d7.)-^q{fiy — d}) = dz — d^;, 

dx -r- p dz -^ z dp = o, 
dy -^ qdz -^ zdq = o ; 

remplaçons d'abord rfy par/?rfa-+- 7^,3, nous aurons 

dp{x — a) -+- dqiy — ^)-\- pdx -\- qdy =^ dz. 



^ Multiplions par z et éliminons <//?, <:/(/; nous aurons 
=^ /^^jr _H pdzMx — a) -h (^^^'-i- qdz)(y — P) = {pdr -\- qd\ 
^ donc 



— ClZ I z 



, __ \pz—{X '— a )1^^ f 7- — <_r_— ? )] <^>' 



ou, en vertu de (i) et (3), 



dz^^ 



(2r — a W/r -t- Cav 



Wr 



On a donc 



9.5 — Y 



<^(2J^— a)-4-</>'(2/— ?)-^dy{'}.z — ^;)= o, 

ce qui prouve que le déplacement rfx, rf)', dz effectué sur 

la surface podaire ou le plan tangent à la surface podaire 

1 3 *' . 

est perpendiculaire à la direction x y j' — [-^ z — S qui 

joint le point (^, ^', 5) au point ( -9 -> -] milieu de OM. 

C. Q. F. D. 



a44 CHAPITRE IV. 

Soil M un point quelconque d'une surface S, soit M) 
normale en M; si Ton prend MN = const., le lieu des pol 
N sera une surface I, à laquelle on donne le nom de surf 
parallèle à S. 

Les points M et N sont ce que l'on appelle des points c 
respondants. 



TutoiiKMK. — Les plans tangents en deux points cor 
pondants de deux surfaces parallèles sont parallèles. 

Kn effet, soient .r,v, z les coordonnées du point M ap| 
tenant à la surface S ; soient x', y', z^ les coordonnées 
poini correspondant N sur la surface parallèle, / la longi 
(le la droite constante qui a pour extrémités M et N; on 

x'=^x-^li, y^.y-^/% z'=z-i-l^, 

a, [ï, Y désignant les cosinus directeurs de la normale 
sïirface S; on en déduit 

</y = dr -h IdTi, fiy = dy -4- /^/3, dz = dz -^ Id': ' 

Miihiplianl la |)reniicrc rqualion par a, la deuxiômc i^'»*" 
IroisiiMiK* par y, ajoutant et observant que Ton a 

cl par suite, en dillrrcnlianl, 

Il il * 
on trouvera 

ar/y ~ 3r/)'-^- -ilz::= 7.(lx -H 3f/) -^ -ulz. 

Or la direction eAr, (^/r, dz située dans le plan tangent ^ 
])crpen(liculairc à a, |j, y; donc a^/.r -h 'iidy -{-^ylz q^^ 
par suite ifLv' -h '^dy' -r- ^^dz' est nul aussi; donc la * 
tion </y, dy\ dz'^ située dans le plan tangent à la ?i' 
parallèle, est normale à a, 3, yî donc cnGn ce plan ta> 
est parallèle à celui de S. c. q. f- 
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• De la transformation par rayons recteurs réciproques. 

n'ométric dans l'espace, comme en Géométrie plane, 
gures sont transformées Tune de Tautre par rayons 
''S réciproques, quand au point M de Tune des figures 
)ond un point M' de Tautre, tel que la droite MM' passe 
point fixe O, et tel que Ton ait 

OM.OM'= A». 

i module de la transformation, le point O est le pôle, 
nt Xy 1', z les coordonnées rectangulaires du point M; 
3' celles du point M'; on a, en posant 

OM = r, OM'=r', 

lupposant les trois axes de coordonnées passant en O, 



T 


y 


s 




r 


r/' 


A* 


x' ' 


" y ' 


X 




k^x' 


/•* " 





)n lire 

k 

nr ^^ — 

f 2 



k^'X' 

xi-r-y ^ -T- z^ 

/<^y 

i y ;= <. y' - 



k^z' 



VT» 



k'X 

kiy 

X' -T-y'^-r- Z^^ 
k^'Z 

9 



3nt les formules de transformation, 
m porte ces valeurs dans Téquation 

ax -^ by -\- cz -r- d = 0j 
ive 
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la transformée d' un plan est donc une sphèt^e passant i 
le pôle. 

Si l^on fait la même substitution dans 

ax -T- by — c z -r- d -r- ( x* -f-^'* -i- -s* .) = o, 

on trouve 

--^ [^ax -^by'-r- cz ) -d -r- .^ (jr'* -^y'^ ~ j'* ) ^ o 

« 

ou 

k^{ax' -- by -r- cz')-r- dr'^ -r- k^ = o, 

ce qui est encore IVquation d'une sphère. Ainsi : ta ti 
formée d*une sphère est une autre sphèt^e, excepté da 
cas où cette sphère passe par le pôle; sa ti^ctnsformé 
alors un plan. 

Il résulte de là que la transformée d'une droite e, 
cercle et (/ue la transformée d'un cercle est un cerc 
une droite. 

Voici un curieux théorème que nous mentionnons à 
de ses applications : 

Tiii':oivi:MK. — Deux courbes ou deux s (tr faces 
conques se coupent sous le même am^/e que leurs ti 
formées par rayons vecteurs réciproques. 

On appelle anoxie de deux courbes en un point cou 
l'angle de leurs langenles (ou de leurs cordes iiifin 
petites) en ce point; on appelle angle de deux surface 
un point commun à ces deux surfaces, Tan^^le de leurs 
tangents en ce point. 

Pour démontrer la proposition énoncée, il suffira do 
démontrer que, si l'on considère trois points indu 
voisins et leurs correspondants, les deux triangles forni" 
ces points sont semblables, car alors leurs cotés se coup 
sous les mêmes angles. 

Soient deux côtés correspondants MX z= s el Ar.N 
soient OM = r, 0M':::=: r'\ les deux triangles OMN et 
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u>nt évidemment semblables, puisque les quatre points M, N, 
M', N'sont sur la même circonférence, à cause de Tégalilé 



t 



OM X OM' = ON X ON' = A« ; 
on a donc 



s ^ r 



oa, en appelant G le rapport -,, 5 = Gs' : les droites s et 5' 

correspondantes sont donc proportionnelles; deux triangles 
formés par de petites droites, telles que nous venons de les 
considérer, seront semblables. c. q. f. d. 

Ce ihéorème peut être utilisé pour simpliQer la recher- 
che de quelques plans tangents; on peut le dcmonlrer par 
Tanalyse. 

En eflel, supposons que le point (x, >*, z) décrive un élc- 
mcnlrfi; le point (x',^', z') décrira un élément ds\ et Ton aura 

~ r, [< '•' dx — 2xrdr)^ -^{r^dy — 'xyrdr)* -^{r^dr — 2 zrdr)"- 1 

= : [r^ds^ — ir^di\xdx-^ydy -r- zdz)-r- ^r'^dr^] 

X^ A* 

— z r^ ds^ = — - ds^ ; 

• 

^ t^sidonc proportionnel 'k ds; un triangle infinitésimal de 
**ugure x,y, zaura donc pour transformée un autre triangle 
semblable et par suite ce triangle transformé aura les mêmes 
^"glcsque le triangle primitif; donc deux éléments de courbe 
se coupent suivant le même angle que leurs transformées. 

c. Q. F. D. 

X. — Projection stéréographique. 

vi)nsidérons une sphère, un grand cercle et le pôle O de 
^^ grand cercle. Joignons le point O à un point M quel- 
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conque (le la sphère : la droite OM reDContrera le plan du 
grand cercle en un point m qui sera, pour un œil placé enO, 
lu perspective du point M sur le plan du grand cercle cousi- 
dcré comme tableau. On dit que m est la projection stéréo- 
grapliique du point M. 

La projection stéréographique d^une Ggure tracée sar la 
spliore est le lieu des projections de ses divers points. Les 
cartes géographiques sont souvent les projections stéréogra- 
pliiques des pays qu'elles représentent. Toutes les propriélés 
des projections stéréographiques découlent du théorème 
suivant : 

TiiÉuuKMK. — La projection stéréographique d^une 
figure tracée sur la sphère est la transformée par rayons 
vecteurs réciproques de cette Jigure, le pôle étant lepàU 
du grand cercle sur lequel on fait la projection; le mo- 
dule de la transformation est le rayon de la sphère. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration; 
mais nous en conclurons que les projections stéréographiques 
des crrcics de la splicrc sont des cercles qui se coupent sous 
le nicino aii{;lc que les cercles dont ils sont les projcclions. 
Os propriéU'S peuvent servir au trace des méridiens et des 
parallèles des caries géographiques. 



XI. — Théorème de T. Villarcean et ses conséquences. 

\a\ tore est la surface engendrée par la révolution d'un 
cercle autour d'un axe situé dans son plan; Villarceau a 
n'inar(|ué le premier que tout plan bitangent coupe le tore 
suivant deux cercles. 

Soil C = G, l'équation d'un cercle situé dans le plan des zx; 
la surface engendrée par la révolution de ce cercle autour de 
Taxe des z sera 

Cl = o, 
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désignant ce que devient C quand on y change x en 
''-r/*; donc : 

Véquation du tore est du quatrième degré 

plus généralement, 

n r on fait tourner une conique autour d*un axe situé 
ts son plan, elle engendrera une sur/ace du quatrième 
'ré, 

e tore a évidemment pour ligne double le cercle imagi- 
e à rinGni, car son méridien, se composant de deux 
les, passe deux fois par les ombilics de son plan ; un plan 
ngent coupera donc le tore suivant une courbe du qua- 
ne degré ayant quatre points doubles, à savoir : i° les deux 
»ilics; 2" les deux points de contact, Tintcrscction devra 
2 se dédoubler en coniques passant par les ombilics, c'est- 
re en deux cercles. 

ransformons maintenant le tore par rayons vecteurs réci- 
|ues en plaçant le pôle sur Taxe de révolution ; sa trans- 
lée sera encore une surface de révolution, dont le méri- 

sera un cercle; en d'autres termes, la transformée sera 
)re un tore. Concevons maintenant que Ton mène au tore 
litif une sphère bitangente; on pourra toujours choisir le 

de manière que, dans la figure transformée, la sphère 
remplacée par un plan bitangent qui coupera le tore sui- 

deux cercles : ces cercles seront les transformées des sec- 
5 du tore parla sphère. On a donc ce théorème qui dérive 
elui de Villarceau : 

n tore est coupé par une sphère bitangente suivant un 
ème de deux cercles. 

Quoique cela sorte un peu de notre sujet, nous ferons re- 
quer que la surface de révolution qui a pour méridien une 
ique est coupée par un plan bitangent suivant deux co- 
tes. En eSet, le plan bitangent coupe cette surface sui- 
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vant une courbe du quatrième degré possédant quatre p< 
doubles, à savoir : i^ les deux points de contact; 2" les p( 
où ce plan coupe le cercle double engendré par les points ( 
munsaux deux coniques méridiennes. 

La mélliode de la transformation par rayons vecteurs 1 
proques appliquée à ce nouveau théorème fournirait 
ihéorèmes sur les courbes du troisième et du quatri 
ordre qui passent par les ombilics; mais nous ne nous v i 
loriuis pas. 

XII. — Des snrfaces coniques. 

Ou appelle, comme on sait, sur/ace conique ou cône 
surface engendrée par le mouvement d'une droite, apj 
i''*7if7v//r/Vr\ qui passe constamment par un point fixe a[ 
sommri. 

Happelons en quelques mots comment on trouve Téquî 
des surfaces coniques. Appelons a, 6, c les coordonnée 
sommet d'une surface conique; les équations d'une gcr 
triée seront de la forme 

j- - - a y - h z - - c 

- . =-3- = --;^ 

le mouvement de cette génératrice sera réglé dos que 1» 
donnera une relation entre les rapports - et - 



<» •/ 
I I 



ou une relation homogène 



(3) o( 2, 3, 7 » = o 

entre a, |ï, y. L'élimination de a, Jî, v entre (1) et (o ) ou { 
II) et {\\) donnera Téquation de la surface conique, à s. 

[t -a y — h\ 
' \ z — c z — V ' 
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jgnant dans celte dernière formule une fonclion homo- 

le de a: — ^9 J' — ^r - — c- 

Généralement, le mouvement de la génératrice est réglé en 
ijellissant à rencontrer sans cesse une courbe appelée 
fcirice, Sî 

K^nt les équations de cette directrice, Téquation (2) est la 
huilante provenant de l'élimination de x, j', :; entre (1) 

Remarque. — L'équation du cône est donc une équation 
fiMiogène entre x — ff* v — 6, z — c. L'équation du cône 
pli a son sommet à Torigine est une équation homogène en 
er, r, z. Réciproquement : 

Toute équation homogène en X, Y, Z, ces trois quan- 
tiiés désignant des fonctions linéaires des coordonnées 
r, j', :;, représente un cône, dont le sommet s'obtient en 
résoh'ani les équations X=:o,Y = o, Z = o. 

En eflTet, une telle équation 

o(X, Y, Z ) = o 
est la résultante des équations 

\ X _ Y _ Z 

U "■ ?"ï' 

Jes dernières représentent une droite passant par le point 
^e X = o, Y=:o, Z=:o; Télimination de a, j3, y fera con- 
jttailre le lieu ^(X, Y, Z) de celle droite, qui évidemment 
liera un cône. 

Rappelons enfin que, pour obtenir Téquation du cône ayant 
:ion sommet à Torigine et pour directrice une courbe donnée, 
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il suffit (le rendre homogènes les équalions de la coud 
d'éliminer entre ces équations la variable inlroduile j 
rendre les formules homogènes. 

Théorème I. — Tout plan tangent au cône passe pi 
sommet; et, réciproquement, toute sur/ace dont le ^ 
tangent passe par un point fixe est un cône ayant \ 
sommet le point fixe en question. 

En effet, soit 

T — a V — b\ 



(I) 



./ T — a V — b\ 



Téqualion d*une surface conique ayant son sommet en a, 
(luand deux fonctions-;^ — » -7- - dépendent Tune delà 
leur déterminant (t. I, p. iG- j 

b\ 



( Ls-J' . y^±) 

^ z — c z — €: J 



osl nul; on doit donc avoir, en posant -- = />, ' " =z 7 

' ^ ÔX ^ 'il- ' 

' I X - a y — b 



z - c ' { z CM- ^ {z ~ - c )- 

.T — a 1 V — h 

— a - — -- — — a -'- — 

' { z — c)' z — c ^ K z - <; - 



— o 



ou bien 

<3) z — c— p{x — a) — (j{y — b) = o, 

(-cite équation exprime bien que le plan tangent en j:, 
qui a pour équation 

Z — z—p{\ — :r)— <7(Y — v) = o, 

passe en a, b, c. Réciproquement, si le plan tangent au 
(Xy ^', z) d'une surface passe par le point a, 6, c, ent 
y et z de cette surface, on aura la relation (3) qui 



/(^,r» ^) = o» 




df df 

ôx ' t)z' ^ 
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[metlre sous )a forme (2), laquelle exprime que le délermi- 

Il de el de '- est nul, c'est-à-dire qu'il existe entre 

■^ — c z — c 

fonctions une relation telle que (2); en d'autres termes, 
isorface en question est un cône ayant son sommet en a, 6, c. 

c. Q. F. D. 

L^équation (3) est importante, elle caractérise les surfaces 
^niques, comme on vient de le voir, et porte le nom d^équa- 
fian aux dérivées partielles des sur/aces coniques. Si Ton 
mppose l'équation d'une surface conique mise sous la forme 

(4) 

OD en déduit 

^ = -1 

et la formule (3) peut s'écrire 

celle formule exprime aussi bien que (3) que le plan tan^^*nt 
pa^se par le point fixe {a, b, c); mais il faut supposer/ ^=:i o. 

Théorème IL — Le plan langent au cône est le m 'nie 
tout le long d'une génératrice. 

En effet, soir 

/ , ^o 

\z — c z -- c ! 

l'équation d*un cône ; diflerenllons successivement cette ('(|ua- 
tion par rapport à a: et j; en faisant toujours 



ôz 


ds 


z — a y — h 

— 1 


ox^P' 


z — c z - c 


nous aurons 






'^f\. 


I X — a 


1 • n -: — n. 



o 

. 1 



254 CHAPITRE IV. 

On voil que p est fonction de et de ~ : il en est cn< 

» ' 5 — c z — c 

dcmnicnt de même de q\ enfin, en vertu de inéquation 

z — c — p{T — a) — qiy — ô) = o, 

il en est de même de z — px — qy: le plan tangent 

Z — 5— /?(\ — x) — 7(Y— ^v)=o 

a donc ses trois coefficients, />, q^ z — px — //)' fonctions 

de — — et de -^^ > quantités qui sont les mêmes tout le 

z - c z — c » ' 

long d'une génératrice; donc le plan langent reste le même 
tout le long d'une génératrice. 

Tméoiikme III. — Le sommet d*un cône est un point sin- 
gulicr, 

ConsidJ-rons en cfi'ct Téquation d'un cône sous la forme 

f{x — a,y~b, 5 — c) = o. 

Si Ton suppose la surface algébrique, cette équation sera 
une somme de termes de même degré el de la forme ' 

il est bien clair alors (|uc, pour x rrr a, )' = i, r- = r, on aura 

,)f ,)f i)f 

Od' iiy fJz 

Si la surface n'osl pas algt'brlipic, on mellra le fait en évi- 
dence (Ml ol)sej\anl tpion vcrUi du théorème II le plan lan- 
ticAxl doit cire iiidélermiiié. 

INionLKMi:. — Reconnaître si une sur/ace donnée /xir son 
('(juutian est conique. 

Si la surface est donnée par une équation toute résoh**' 
par rapport à ^, pour qu'elle soit conique, il faut (pie >3,/> et ^\ 
tirés de l'écpiation de la surface rendent l'équation 

z — c — pix - - a) — q( y — ()) = o 






I 
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tDtîque en a: eiy pour des valeurs de a, 6, c (p. 252). Si la 
rface est donnée par une équation de la forme 

i 

Il Gondilîon nécessaire et suffisante pour qu^elle soît conique 
Est que Ton ait 



f. 



ojt f^y ' ^^ 

►ur les valeurs de z tirées de (i) en fonction de x et j', quels 
le soient x et^', pour des valeurs convenablement choisies 
nie a^ b^ c. 

Pour exprimerquelasurfdce représentée par(i) est conique, 
% faudra donc éliminer z entre (i) et (2) et exprimer que la 
Msultante est identique. 

I Si Téqualion (i) est déforme entière, on pourra simplifier 
les calculs en observant que, si elle représente un cône, les 
coordonnées du sommet devront satisfaire aux équations 

. df df df 

(3) -p — o, -r=^' T =^» /=o. 

Ox fJr Oz 

(Si ces équations ne peuvent être satisfaites à la fois, la sur- 
face /= o ne peut être un cône.) Soit a, b, c une solution ; 
en transportant l'origine en a^ 6, c, l'équation devra devenir 
homogène en x, ji', z. 

C'est au fond la marche que Ton suit dans la théorie des 
.«surfaces du second ordre quand on veut exprimer que l'équa- 
lion du second degré représente un cône, et Ton prouve que, 
si pour une surface du second ordre les équations (3) oui 
lieu, la surface est un cône. 



XIII. — Surfaces cylindriques. 

On sait que l'on appelle cylindres ou surfaces cylindriques 
les surfaces engendrées par une droite ou génératrice qui se 
meut dans l'espace, parallèlement à elle-même. 
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Soient 

l j* = rt -5 -4- a, 

les l'quations de la génératrice d'un cylindre; celle gô 
trice restant parallèle à une direction fixe, a ei b t( 
constants, a et fi seuls varient et le mouvement de la 
ratrice sera réglé en se donnant une relation 

entre a et 3- La résultante provenant de Téliminatior 
et |3 entre (i) et (a) donnera l'équation de la surface; 
résultante est 

Ordinairement la génératrice est assujettie à renconln 
courbe appelée directrice; soient 

(î) / = o, ^=o 

ses équations. En éliminant a:, )', z entre ^i) et ( {\ on o 
ré(|uali()n (2) (jiii cxpiinic que la droite ( i) se meut c 
contrant la courbe ( \). 

L\''(|ualion (3) des cylindres est, eoninie Ton voit, un 
tion entre (lcu\ fonctions linéaires de r, r, z, Récipt 
nient, on saiL(|ue toute relation entre dcu\ fonctions lir 
représente uîi cvlindre : c'est ce que l'on peut voir S( 
une Iransfornialion de coordonnées, soit en observant ( 
relation telle que 

est la résultante des écpiations 

et (|u'elle représente le lieu des lignes X =rr a, Y — 3; 
si X et V sont des fonctions linéaires, X ^^ a, Y - - 3 
sentent des droites qui restent parallèles à la droite } 
\ = 0. 
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Théorème 1. — Tout plan tangenâ^dêiè^i^^^'^wHem 
: génératrice du point de contact eipà)^^'it^rëèiè piû^àï^ 
le à une droite de direction fixe. omjul 



En effet, soJt 



■» ■^ 



■:,^« 



) o(x — (iz^y — bz) = o 

îqualion d'un cylindre. Celle équation établissant une rela- 
on entre les fonctions jr — az^ y — l\Zy on aura (p. 167 , t, l) 

t){x — az,y — bz). ,, , . 

Jii')iJuio(|'i'<j ]>•') •»li;rirnni 
u, en appelant/? et q les dérivées ,^>m|^,>>. . i .jl, Mj.inl ,. 

.'Mi|)i ii> 

\— ap — ^P \ \ I f I 

\) '•»' ^0:1:11" \\\ nui» iim/I 

— an \ -bŒ . , , , .... 

' y/wA) >'»< I'» z .»Uj) I(m;I ii 

U IIUXJ 'tllpijnifii fKMJCIJp') 

I ) i — ap — br/ = o. ^ 1 

/•ijpihî'ilîl '►Imniol mII'i') 

elle équation exprime bien que U'jdiç^Çil|ipni4^il3,noriX]^al^ 
,y, — I est perpendiculaire à la d|ffiçli4pn,jçqi|5^ntp,flt,i>^.j|, 
u, si Ton veut, que le plan tangent est parallèle à cette direc- 
on, qui est celle de la génératrice du point de contact. Il con- 
çut donc cette génératrice tout enlif^<éP,'^nTscjtf?l en contient 
n point. Réciproquement : 

Théorème II. — Si le plan tan!ffentiM(iénii\mr//4<l^ïr^fi^ 
arallèle à une droite fixe y cette ^ttr/\cice\G$^i^yJ()fi(U(iflikf'^ 

En effet, soient a^ b, 1 des quantités proportionnélles'au'x 
cosinus directeurs de la droite a laquelle le p^lan. tangent rfis te 
parallèle; on aura entre- les coefficients directeurs p, a, — i 
^u plan tangent la relation (4)) qui peut se mettre sous la 
forme (3) ou (2), laquelle exprime qu'il existe entre x — çi^ 
^'l/— bz une relation telle que (1) et par suite que la sur 
^ace est cylindrique. lùirV^ a*) ,!<'. '.m''>i(loi<| •»;) 

L'équation (4) est caractéristique 'dë§ stWfiidë^eylittA'i^Uèyj 
L. — Traité U* Analyse, U. 17 
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on l'appelle Y équation différentielle, ou aux dérivées far- 
tielles des surfaces cylindriques; on peut lui donner la 
forme 

(5) -•' -^a-;- -4-^ y- =o, 

dz Ox ùy 

si Téqualion de la surface esl 

(G) /(^,r»-) = o. 

Comme (4), elle exprime que la direction 3^' ;r » j: ^^ ^^ 

normale est perpendiculaire à une direction fixe. Elle peut. 
à rinstarde(4)5 servir à reconnaître si une surface esl cylin- 
drique. 

Pour que la surface représentée par (6) soit cylindrique, 
il faut que z et ses dérivées, portées dans (4), rendent celle 
équation identique pour des valeurs de a et 6; ou, si Ton 
veut, que la valeur de z tirée de (6) et portée dans (5) rende 
celte formule identique, pour certaines valeurs de a et b] 
a^b^ — i seront alors proportionnels aux cosinus directeurs 
des grnéralrices de la surface cylindrique. 

XIV. — Cônes et cylindres circonscrits. 

Deux surfaces sont dites circonscrites Tune à Tautre sui- 
vant une courbe commune C, dite courbe de contact, quand, 
en tous les points de celte courbe C, elles ont mcnie plan 
lanjïcnl. 

PRonLÈME I. — Par un point donné mener un plan tan- 
gent à la sur/ace représentée par Inéquation 

(l) f{^,f, Z) = 0. 

Ce problème est, en général, indéterminé ; car la condi l •< 
d'être tangent à une surface est simple (p. ^33); ainsi i' 
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lura une infînilé de plans satisfaisant à la question. Soient 
toujours 



âz dz 

P = 

et 



^"^ôi' ^ = j;r 



Z-;;=/>(X-^)-h^(Y-j) 

l'équation d^un plan tangent à la surface considérée; expri- 
mons que ce plan passe par le point ayant pour coordonnées 
Oj by c. Nous aurons 

yi) c — z=zp{a — ^)-+-7(^— j); 

celte équation, jointe à celle de la surface, fera connaître 
Tj, ly et le z du point de contact; ce point est indéterminé 
déposition, et tous les points de la courbe représentée par 
les équations (i) et (2) sont des points de contact également 
possibles. 

Par suite, les équations {i)el {2) sont les équations de ïa 
courbe de contact du cône circonscrit à la surface représen- 
tée par l'équation f=. o, ayant son sommet au point a,b,c. 

En eSet, Téquation (2) exprime que le plan tangent à la 
surface en x, y, z passe par a, 6, c; il est donc le même que 
celui d'une surface conique dont le sommet est en a, 6, c et 
dont la directrice est le lieu des points x, y^ z représenté par 
les équations (1) et (2). En d'autres termes, le cône qui a pour 
sommet le. point a, 6, c et pour directrice la courbe (1), (2) 
6st circonscrit à la surface. c. q. f. d. 

On peut évidemment remplacer l'équation (2) par 

àf lif tif 

•/- (x — a;-T- -- (r — ^)-H 3- C-s — = 

âx^ «>7 àz 



ou, 



en employant des coordonnées homogènes, par 

'>/* , àf ''/* '>/* 
a 7- H- ^ 7- 4- c ; - -T- T -^ = o. 
Ox fiy oz ot 



\ 1» 



OUI 



on suppose t = i , t = i 



I 



200 CHAPITRE IV. 

LMquation (i) n'étanlaulre chose que réquation aux dériv 
partielles des surfaces coniques, on voit que : 

V équation aux dérivées partielles des sur/aces coniqi 
dans laquelle on remplace p et qpar lep et le q d'unes 
face quelconque, représente la courbe de contact d^un c 
circonscrit à cette sur/ace dont le sommet est le p< 
a, b, c. 

Supposons la surface/= o algébrique et de degré m, Téc 
lion (2) est alors algébrique et de degré m — 1 ; on peut d 
dire que : 

Si d'un point donné comme sommet on circonscrit 
cône à une sur/ace algébrique de degré wi, la courbi 
contact sera sur une surface d'ordre m — i . 

Cette surface d'ordre m — 1 est ce que Ton appelle 
polaire du point a, b^ c par rapport à la surface (1;. 

La théorie des surfaces polaires d'une surface donoéc, 
rapport à un point, est tout à fait analogue à celle que r 
avons développée à propos des courbes polaires en Géo 
trie plane; nous ne développerons pas celte théorie. 

PuoBLÈMK II. — Tromcr Ccquation du cône circom 
à une surface donnte jtar son équation 

et ayant pour sommet le point de coi rJonntes a, ù, c. 

Nous venons de voir comment on pouvait trouver les é« 
lions de la courbe suivani laquelle le cône touche la suri 
et par suite comment on {;oiivait trouver une directric* 
cône; rien n'est plus facile alors que de trouver Féquii 
du cône lui-même. 

Autrement, par le sommet a^ 6, c faisons passer la d 

X — a_^ y — b _ z — c__ 
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Les gcnéralrices du cône sont tangentes à la surface /= o; 
car, contenues dans le plan tangent commun aux deux sur- 
faces, elles sont tangentes à Tune et à l'autre. Exprimons que 
la droite (i) rencontre la surface en deux points confondus; 
pour cela, formons Téquation en p 

Exprimons qu'elle a deux racines égales, en éliminant p entre 
cette équation et sa dérivée 



àf 



àf 






' ùa^^ db^'i 00='"' 
oous aurons une équation de la forme 

^2) o(a, 3, Y) = o. 

Eq éliminant a, p, y entre (i) et (2), on aura le lieu cherché, 
c'est-à-dire le cône circonscrit : nous verrons plus loin une 
antre méthode pour résoudre la même question. 
Appliquons ces considérations à la surface représentée 

par l'équation /= ^/jjjXjXj = o (où l'on pose, pour abré- 
ger, X| = Xj Xz^^Vy X:t = z, Xs^= t = i), on a 

J désignant les termes du second degré dans /(a, p, v). 
L'équation dérivée en p n'a pas besoin d'être formée, et, pour 
qae l'équation précédente ait des racines égales, il faut que 



( 



■s+f»*'!')'-»^'*' *•'>'"■?•«• 



Celte équation étani homogène en a, ^, y? ^^ élimine facile- 
ment ces quantités, et l'on a 



[ 



à/ 



àf 



(^-«) £ -^<r-*) .ir -^(« -c) :- 



^n 



ôa 



Ob 



dc\ 



= 4/?l(^— «;. (r — ^)» ^^ — c)] 
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ou 

Cette méthode fournit souvent des solutions étrangères* 

Problème III. — Mener à une sur/ace unplantanê^^ 
parallèle à une droite donnée. 

En raisonnant comme tout à Theure, on verra que 

ap -^ bq =\ 

ou 

à/ „ àf âf 
a -; -f-6 -r- -+- - - =o 
àx oy az 

est la courbe de contact du cylindre circonscrit dont les gé 
ratrices sont parallèles à la direction a, &, i et que tous 
points de cette courbe sont des points de contact admissib 
L'équation du cylindre circonscrit peut s'obtenir soit 
partant de la connaissance de la courbe de contact, soii 
exprimant que la droite 

X = az -^ p, yz=zbz-r-q 

rencontre la surface en deux points confondus et en c 
chant le lieu de celle droite. 

Problème IV. — Mener par une droite donnée un / 
tangent à une sur/ace donnée. 

L'équation de la surface étant /=o, celle d'un plan i 
genl est 

(fx (h' f)z ôt 

si ^0» ^'o> '^o» ^0 cl Xx , y\ , ^1 , ^« sont les coordonnées de d 
points appartenant à la droite, on aura 



àf àf df 



àf àf âf 



àf àf df àf 
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ees deux équalioDs, jointes à celles de la surface, détermine- 
ront les points de contact. Us sont au nombre de m (m — i)^ 
si la surface est algébrique de degré m, et se trouvent sur 
^intersection des courbes de contact des cônes circonscrits 
aérant leurs sommets en OToy j>'o< ^o et jTi, Vf, 2|. 

On appelle classe d'une surface le nombre de plans tan- 
gents qu'on peut lui mener par une droite ; si la surface est 
d'ordre /w, on voit que sa classe sera au plus m{m — i)*. 

Nous verrons plus loin qu'il existe des surfaces auxquelles 
on ne peut pas mener de plans tangents par une droite donnée; 
mais ces surfaces sont les développables dont il a déjà été 
question, et leur classe se détermine par d'autres considé- 
rations. 

Si la droite était donnée par deux plans, qui la contiennent, 

aX -4- ^» Y -^ cZ H- É^T = o, rt'X -i- h*\ -f- c'Z h- ^T = o, 

on aurait les équations suivantes pour déterminer les points 
de contact : 



abc 
a! h' c' 

^/ ^f iL 

Ox ùy dz 



— o 



et 



a h d 

a! y d' 

K iL iL 

ffjr oy ôt 



= 0. 



Problème V. — Par un point donné, mener une nor- 
male à une sur/ace donnée. 

Soient 



<i; 



réquation de la surface, |^ =/,, |^ =/, et ^ r= /„ a, |3, y 
les coordonnées du point donné. Les équations de la normale 



sont 



X--£ _ Y--7 _ Z— ^ 

A ~ A ~ À ' 



exprimons que cette normale passe par le point a, p, y; nous 
aurons 



(2) 



a — * _ ? — y _ Y — s 
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C§^>}q^i#'ipn$^ jft^^^ef à (i), détermîneroDt le pîed x,^i', :; de la 

Rprinalt^^i^ Ifl^iffj^f^p ; les équations ( i) et ( 2 ) sont de degré m 

^fhi^4{h\^n(riP^^f9^^^^^^^^ donc m' solutions; mais, parmi 
QQfi^^lffÇqs^.M,^) Qji a m(m — 1) étrangères à la question, 
ainsi que Ta r^ma^qué O. Terquem (Journal de LiomUle, 

l'^$^PW*Pinfi^ Pf^;C»ffiet, le point (a, .3, y) à Torigine ; les équa- 
tionsX'4)-5.c^vi:é<Av«flpt à 



( 3 ), . = * - ^z. ■ ' 

( i) A-r,}', o)-f-5/j(j',j', o)-^... = o, 

}t les équations (.*), (4) sont satisfaites en posant 



c 



Los solutions de ces équations, au nombre de m{m — 1), sont 
évidemment étrangères à la question, et par suite : 

Par un point donné on ne peut mener que m^ — m- -— m 
normales à une surface de degré m, 

XV. — Du contour apparent des surfaces. 

Supposons qu'un observateur ait son œil au sommet du 
coiie circonscrit à une surface, la ligne de contact lui paraîtra 
déliniiler cette surface; aussi peut-on lui donner le nom de 
contour apparent de la surface, 

'supposons' q'iie l'on coupe le cône circonscrit par un plan 
(ou même par une surface courbe) ; la trace de ce cône sera la 
perspective du contour apparent de la surface ou ce que Ton 
appelle le, contour apparent de la surface sur le plan en 
question (ou sur la surlacc). 

f^'œil peut être à Tinfini : le contour apparent est alors la 
trace d'un cvlindre circonscrit à la surface. 
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On considère le plus souvent en Analyse les contours appa- 
ients des surfaces sur les plans coordonnés; ce sont alors les 
jrtces de cylindres circonscrits ayant leurs génératrices paral- 
Kles aux axes. 

Proposons-nous de trouver le contour apparent de la sur- 
ice /( j:, ^', z) = o sur le plan des xy. L'équation de ce 
onlour sera Tune des équations de la courbe de contact 
run cylindre circonscrit et dont la génératrice serait paral- 
h\e à la direction 0,0, i ; l'équation de celte courbe est, 
omme on Fa vu (p. 262), 

En éliminant :; entre cette équation et/=o, on aura la 
3urbe cherchée. Donc le contour apparent est l'enveloppe 
es projections des sections parallèles au plan des xy sur 
? plan. (Cette règle n'est évidemment pas sans exception.) 

XYI. — Surfaces de réyolntion. 

On sait qu'une surface de révolution est engendrée par une 
311 rbe qui tourne autour d'un axe de manière que tous 
5s points décrivent des cercles ayant leurs centres sur Taxe 
t leurs plans perpendiculaires à l'axe, que l'on appelle Vaxe 
e la surface. Ces cercles sont appelés les parallèles de la 
arface. 

L^équatîon d'une surface de révolution s'obtient en expri- 

lant qu'il y a la même relation entre la distance r d'un point 

l'axe et la distance p de ce même point à un plan perpen- 

iculaire à l'axe, qu'entre la distance d'un point de la courbe 

énératrice à cet axe et le plan en question. 

Si, par exemple, on se donne le méridien de la surface, 
est-à-dire la courbe suivant laquelle un plan passant par l'axe 
>upe la surface au moyen de son équation 




il 



.1 
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Taxe de révolution étant pris pour axe des r,, on obse 

SI 

T - - Tq y — l'o s — So 

sont les équations de l'axe et (^o> Je» ^0) le point < 
Torigine des coordonnées pour l'équation (1) du méri 
aura, en appelant x, j*, z les coordonnées d'un poi 
surface, 



TO^ 



À ( J* To) -r- fJL( J — Vo)-^ ^('S -Sq') ^ 



v/X«~-f-îl«-r- 

Téquation d<' la surface sera donc 



i /^h.ï' --.ro)v —1;; — fo^F«J^ SÀ(.r — x.,> 



Je n*insistc pas sur la manière dont on peut obteni 
lion des surfaces de révolution, ce sujet étant traité 
ouvrages élémentaires; je ferai seulement observer c 
est le premier membre do Téquation d\ine splirre et 
micr membre de Tcqualion d'un plan, 

F(P, R) = o 

sera l'équation d'une surface de révolution ; car, quan< 
pose R constant, P est constant; les équations 

R = consl., P = const. 

déterminent une série de cercles parallèles avai 
centres sur la droite que Ton obtient en abaissant c; 
de la sphère une perpendiculaire sur P rrr o. Cette p 
culaire, dont il est facile d'avoir l'équation, est Fax 
déduira facilement le méridien. 



ou 
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$ réquatîon d'une surface de révolution autour de Taxe 
es z^ le méridien a pour équation z = 'X^)* 
Considérons la surface de révolution représentée par 

équation du plan tangent est' 
elles de la normale sont 

\—T Y — î' 

— ,r = ;;- = — (Z — -5); 

2j^y A/y 

'one de ces équations, celle de la projection de la normale 
tnr le plan des xj'', peut s'écrire 

(X— j-)7 — (Y ~-j')x = o 

\y — ^ jr = o. 

hà projection de la normale sur le plan des xy passe d onc par 
Torigine; on en conclut que : 

Dans toute sur/ace de révolution, la normale rencontre 
Vaxe; réciproquement : si la normale à une surface ren - 
contre constamment une droite fixe, cette sur/ace est de 
révolution. 

Prenons la droite fixe pour axe des ;: ; les équations de la 

Bormale sont 

X —T __ Y^— r _ _ 7 __ -V 

âz ~' Oz ~~ ^ " ' 

àx dy 

pour exprimer que la normale rencontre Taxe des z^ il suffit 
d exprimer que la projection sur le plan des xy 

/V x^^ /v \ ^^ 
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passe par Toriginc, ce qui donne 

dz àz 

celle éqiialion peul s'écrire 

— -' =o; 

elle exprime donc (p. 168, 1. 1) que z est fonclion de x-4-r 
el par suite que la surface est de révolution. c. o, f. d. 



XVII. — Conoîdes. 

Un conoïde est, comme Ton sait, la surface engendrée par 
une droite appelée génératrice qui s'appuie sur une droite 
fixe appelée axc^ en restant parallèle à un plan fixe appelé 
directeur. 

Dans le conoïde, la distance P d'un point M au plan direc- 
teur est une fonction de Tangle que la génératrice passant en 
M fait avec une droite fixe parallèle au plan directeur; en 
appelant alors U et V les distances du point M à deux plans 

passant par Taxe, on a P = '^ ( v)' Q^^nd on prend l'axe pour 

axe des z et le plan directeur pour plan des x}\ celte équalion 
devient 

i 

Z clanl fonclion homogène et de degré o de j: et j*, on a évi- ' 
demment 

{•).) X -^y — o. 

ux ny 

Si le conoïde est droit, c'est-à-dire si l'axe est perpendicu- 
laire au plan directeur, cette équalion exprime que la nor- 
male est perpendiculaire au rayon vecteur projeté sur le plan 
des Xf, comme elle Test à la directrice; sa construction de- 
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it facile. L'équation (2), lorsque z est l'ordonnée cl\ine 

ice quelconque, est l'équation de la courbe de contact 

conoïde droit circonscrit à cette surface, dont le plan 

îteur serait le plan des X}^. Cette équation exprime en 

l que le t~ ^^ '^ x; de la surface sont les mêmes que ceux 

conoïde qui aurait la série des points communs x^ jj z 

la surface. 

Si le z d*une surface satisfait identiquement à la relation 
i}, celte surface est un conoïde. Bien que celle proposition 
nous soit pas très utile, nous indiquerons la niarclie à suivre 
la démontrer. On changera de variable et à la place de 

on prendra *-; l'équation (2) deviendra alors 

f)z 

qui prouve que z considéré comme fonction de x et -- 
contient pas a:; donc z doit pouvoir s'exprimer au movcn 
=- seul: donc, etc. 

X 

D'ailleurs l'équation (2) exprime que z est fonction liomo- 
le et de degré o de j: et^' (voir t. 1, p. 222). 



XVIII. — Des surfaces enveloppes. 

Considérons une surface dont l'équation renferme un para- 
Bèlre variable a et, par conséquent, variable elle-même de 
forme et de position. Soit 



(0 



/(ar,7, z, %) = o 



son équation : pour une valeur déterminée de a, cette équation 
représente une surface bien déterminée; mais, a variant, on 
obtient une sfrie de surfaces formant une /amitié. 
Maintenant supposons qu'avant attribué à a une valeur 
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déterminée, on lui fasse subir un accroissement é/a, on ai 
la nouvelle surface 



(•^) 



/(^O» Z,%-T-d%)=Q\ 



elle coupera la première suivant une courbe qui pour dxzrza 
prendra une forme limite appelée caractéristique. Les équa- 
tions d'une caractéristique sont (1) et (2) ou (1) et 



(3) 



;- d% = o 



ou 



- = o. 



Si entre (i) et (3) on élimine a, on aura le lieu des caracté- 
ristiques ou V enveloppe de la surface (i). L'enveloppe peut 
aussi élre représentée par les équations simultanées (1) et (.^), 
à la condition d'y regarder a comme fonction de x, j', ^1 
déduite de l'une de ces deux formules. 

Considérons maintenant une caractéristique voisine de la 
première : ses équations seront 

/la -r-dT.} = o, /'(a-T-r/a) = o, 
en posant, pour abréger, /'(a) = -: > ou bien 

f\n ) -r-/\ 7.)dx =(», /\l}-t-/\0i)d% = O, 

en négli*;canl les lerinos du second ordre; or la première de 
ces c(|iiaLioiis est une combinaison de (1) et (3); donc deux 
caracLéri.sti(jnes successives se rencontrent, quand on fait 
abstraction des Lcîrnies du second ordre. 

TiiKOiikMK. — Lrs surfaces de la famille (i) touchent 
V enveloppe, tout le long d^une même caractéristique. 

En effet, /(x, )', z^ a;^: o représentera à volonté une enve- 
loppée ou l'enveloppe, suivant que l'on y considérera a coninn* 
une constante ou comme une fonction de x, j^, z déduite de 

fX'^'J'y ^y 3t; = 0. 



<)z . , Oz 



(^iherclions le " et le " de l'enveloppe : appelons-les^ et a: 
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»i effet, dlQerentîons /= o par rapport à x; d'abord, en 
^nsidérant a comme fonctioa de x^y, z, nous aurons 

là on déduit p : on calculerait q d'une façon analogue. 
is -T- est nul, car c'est l'équation 4- =o qui sert de défini- 
a a, en sorte que l'équation précédente se réduit à 



df df 

dx 



01''=°' 



(ultat auquel on serait parvenu en considérant a comme 

àz dz 

instant ; donc le -r^ et le ~ de l'enveloppe et de l'enveloppée 

Il les mêmes tout le long d'une caractéristique; leurs plans 
igents sont donc les mêmes, et par suite elles sont cir- 
mscrites l'une à l'autre. 

Réciproquemekt : Si une sur/ace mobile 



!<•) 



/{x,y, z,a) = o 



est sans cesse circonscrite à une aulre fixe F = o, celle-ci 
est son enveloppe. 

En effet, toute surface fixe F =: o peut être représentée par 
réquation 



U) 



/{JTyy, z, cp; = o, 



pourvu que ^ soit déterminé par ridentité 

Résolvons les deux équations (i) et (2), l'une par rapport à a, 
lautre par rapport à cp, les valeurs de a et de o seront iden- 
tiques, et l'on aura a = '^; les formules (i) et (2) ne sauraient 
donc avoir lieu en même temps, que si Ton a -^ = a. 
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Cela posé, calculons le p de la surface (•^) : pour celad 
reniions par rapport à x la formule (2), nous aurons 

le T^ de la surface (1) esl donné par la formule 



àf df 
dx âz^ 

Pour que les valeurs de p lirées de ces équations soient ég 
il faut que 

iH \0x Oz' / 

De même, pour que les valeurs de q soient égales, il faul 



ôf /an do \ 






or les quantités 



do do do 

Ox dz ^ dx 

do do do 



» 



Oy ' dz dy 

ne sauraient cire nulles à la fois, sans quoi l'on aurait 

do , do , , 

-,' dx H — ,^ dy = ao = o, 

dx dy ^ ' ' 

et o serait une constante : la surface F=o se confou' 
avec une des enveloppées; donc il faut que Ton ait 

i)0 ' 

< 

en chaque point où la surface F = o touche les surfac 
la famille, c'est-à-dire en chaque point de F ^:i; o ; donc 
déterminé au moven de la même équation que Tenvcl 
proprement dite des surfaces de la famille considérée. 
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Théorème II. — Toutes les caractéristiques sont tan- 
\^dites à une même courbe réelle ou imaginaire. 

Aous avons vu que deux caractéristiques voisines se ren- 
contraient, en négligeant des termes du deuxième ordre par 
pport à du. Les équations de ces caractéristiques sont 

les se réduisent aux trois suivantes : 

courbe obtenue en éliminant a, c'est-à-dire le lieu des 

Hnis de rencontre de deux caractéristiques voisines, est 

que Ton appelle Varéte de rebroussement de l'enveloppe. 

l'est à cette arête que chaque caractéristique est tangente. 

Eq effet, /=o,/'=o représenteront à volonté une carao- 

istique ou l'arête, suivant que a sera constant ou déterminé 

y^ = o ; difTérentions /=o et/' = o par rapport à z : nous 

»nSy en supposant a variable. 



àf , àf , dt Offd% , d% , dn' 
A-w ^j"' f);z 0%\ax dy 



dx 

-;:- X A- 
ox 



0%\dx'^ ' dy-^ ' dz) ^' 



— o. 



et J^% dérivées de j: et ^ prises par rapport à Zy auront 
lémes valeurs au point commun à la caractéristique et à 

'arête, car j^ et -j-y c'est-à-dire/'(a)et/^(a), sontnulsences 

»ints, et, pour trouver i'x' et Vy de la caractéristique, il fau- 

lit supposer nuls les coefficients de y ci -j- 9 ce qui con- 

luit au même résultat. Les coefficients directeurs des tan- 
tntes aux points communs aux deux courbes sont donc 
laXy et par suite ces courbes sont tangentes. 

THÉomÈME III. — L'arête de rebroussement est le lieu 
intersections successives de trois surfaces vo'sines de 
famille. 

L. — Traite d'Anatyse, V. 18 
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En cflfet, les équations de trois surfaces voisines sont 

/•(«) = «, /(« -H A) = o, /(« -^ A) - o 

ou 

/(a)-o, /(at)-^A/(«)+-*^/'(«)r.o, 

/(a)+^/'(a)-^/'(ct)=o, 
qui, combinées entre elles, équivalent à 

Ces équations déterminent un point de Taréte de rebroi 
ment. 

Problème. — Une famille de surfaces est donnée pa 
formules 

/(•^>^» >5, a, 3 X) = o, 

îpi(a, 3, . . ., X) — o, ..., 0;,(a, . . ., X) — «), 

<7rt/?.ç lesquelles le nombre des paramètres t.^ 3, . . . r5/ 
à // -f- I ; trouver son enveloppe, 

(considérons a, |ï, . . ., A comme fonctions d'un iwCn 
raniùlre / (jiii sera, si Ton veut, Tune de ces (juanlilés. 
veloppc aura pour équation la résultante de 

f zr^. o v\ (le (1/ — <». 

ou de f=: o, et de 

rfa, <^/jj, .... étant d'ailleurs donnés par les équations 

-' - rix 






('0 



-^— cloL H — ?r- «3 -^ ... - - - - crA ^- o. 
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l faut commencer par remplacer rfa, . . . , rfX par leurs va- 
eurs déduites de (2), dans (i), ce qui fournit la résultante 

Cette équation revient à (1) ou à d/=o; les formules cp< = o, 
Bj = o, . . . , (p„ = o font connaître a, p, . . . , X en fonction 
de tj et il ne reste plus qu'à éliminer t entre (3) et/=o, 
00, ce qui revient au même, il faut éliminer a, P, y, ...,). 
entre y = o, yi = o, . . . , ©;, = o et l'équation (3). 

Remarque I. — Si la famille de surfaces était donnée au 
piojeii de n équations homogènes entre /i -f- 1 variables 
Mf b, c^ . . . , on prouverait, comme on Ta fait à propos 
STane question analogue de Géométrie plane, que l'enveloppe 
^'obtient en éliminant ces paramètres a, b, c, ... entre les 
ji+i déterminants fonctionnels que l'on peut former avec 
les premiers membres des n équations données considérées 
l<omme fonctions des n -h i variables a, b^ Cy .... 

Remarque II. — Une famille de surfaces dont l'équation 
est de la forme 

îi*a pas d'enveloppe; aussi faut-il se garder de résoudre les 
^aations des familles de surfaces dont on veut l'enveloppe, 
par rapport à leur paramètre. Nous n'insistons pas sur cette 
imiestion dont l'analogue a été traitée en détail en Géométrie 

^lane. 

Nous ferons cependant remarquer encore que, si le para- 
aètre a entre au premier degré dans une famille de surfaces, 
toutes ces surfaces passent par une courbe fixe, laquelle 
aeut être considérée comme leur enveloppe; ainsi, l'équation 
lie la famille étant 

îeelle de Teavcloppe est if{x,y, z) = o avec ^{x,y^ z) — o^ 
borbe par laquelle passent toutes les surfaces de la famille 
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trois surfaces est la même que celle des trois suivantes : 

ou 

en passant aux limites. 

Si entre ces trois équations on élimine a, ^, on aura le lieu 
(les intersections de trois surfaces consécutives ou ce que 
l'on appelle V enveloppe des surfaces /= o. 

On démontrera facilement que : 

1** Chaque etweloppée {ou surface de la famille) touche 
l'enveloppe j et que, réciproquement , si une surface touche 
toutes les surfaces d'une même famille ^ elle est leur enve- 
loppe. 

2" Les surfaces enveloppes résultant de Vélimination 
de a seuly ou de ^ seul, ont pour enveloppe renveloppe 
fixe, et deux enveloppes de familles différentes se touchent. 

3" Si une famille de surfaces était donnée par des équa- 
tions de la forme 

/(•^» Jt -, 2, ?» ï» l)-iK 

9l(ï, ?, X) -O, 



^n{^. ?ï >^,) --- •>? 

le nombre drs j)aramètres a, . . ., A étant supérieur de 

deux unités au nombre des relations 'j, 1= o -7-^^'' 

on obtiendrait i enveloppe en éliminant a, [3, .... Centre 
les équations proposées et deux quelconques des suivantes - 

' : — o, - • — .* — --0, .... 

(>^;i, Y, . . ., A) <>(^i Y' • • ., a) 

Il est cnlendu qu'on pourra faire usage dans les calculs ^'^ 
toutes les équations, mais en se rappelant qu'elles rcnirct^ 
les unes dans les autres. 

Enfin, si les paramètres a, ,3, y ), étant au nomb^^ 






I Juguidif i uuan lomctn 



fi«raxiKtîTf r afin: sl. i..^ sfini inur-Jinn^. S. ! ^r. i^ift^^r'orïiv . %. 

« î r- — r ./,s- — " — f .A ■« c * /iV A 

csl Dorm&k ii la dipesclîcvn djr. ^\ . Â^^ c^oX^èt^iw à «^ ^it'* 
pUcemcut effectué dans \t^ pian UnprnI À la >»hW/' ; U i)^NMlt^ 
joignant les points x, i , r cl a, i^ ^ ^^^ J^^wc U «^mn\>4^U"* à U 
surface. 

Donc, dans fmsfirfarrs drs Ctin,7UT. /<> n*\rm49h y^y^^wn^yv 
la courbe Jix^ décrite par le centre de Ai «'C/^fci^iv <*»^v/fy^/s\\ 

ZXI. — Deuzièmo Mpèce d'MiT«lop|M« 

Une famille de surfaces peut dt^pondiv do donv |\(irnh\tiMiv« 
variables. Ainsi réqualion 

At, y, 5, a, 3) .» 

représente une famille de surfaces. Los Iroin {«tirfiU'OPi ittlliii 
roenl voisines 

/•(a, p) = o, /(a-i-r/a, ?)- o, /(«, p , ,/;j ) „ 

se coupent en un certain point, quii pour //a n, //[{ o, tt 
Qne position bien déterminée. En cdi'l, Vmit*rnrv.iiîih dn i«i<» 
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cherchons par rapport à la surface (i) Tenvcloppe des plan 
polaires de tous les points, nous obtiendrons ce que Vo 
appelle la polaire réciproque de la surface (4)- Pour trouve 
cette polaire, il faudra chercher Tenveloppe du plan 

Of âf df ôf 

ô\ àr^ ô^ &z 

sachant que Ton a 

Si nous écrivons Téquation du plan sous la forme 



(6) 






dx 



Oz 



dt 



on voit qu'il faudra éliminer Ç, r,, J^, centre les équations t j 
(()) et les suivantes, obtenues en égalant à zéro les déterni 
nants des premiers membres de (5) et (6), 



<)cp 


1^ 




d'^ d^ 


o\ 


-— â \ 


âf < 


<\f 


àf 


- "' i <?/ .^f 


OX 


ày 




âx àz 



— o. 



Plusieurs de ces équalions, bien entendu, sont superllues; o 
peut les écrire 



(7) 



(t'Zt ()f r)'i» df ào ôf f)"^ of 



OX^ ' Oz in ' Of 



Oz ' 0.C Or, ' Or 

Ces équations comprennent Tune des équations (5), (6), cai 
on peut écrire à leur suite le rapport 

/, 0'^ rH ^ Oo <H\ l, df i)f ^ df Ofx 

\: o\ * ^^ Or, ^- o:, ' 'O'J'^^Ox ' ' Oi- ^ oz Ot! 

et Ton peut dire que la surface polaire que nous cliertiion> 
s'obtient en éliminant ;, r^, k, t entre (()) et ('-) ou eniro 
(7)cl_(5). 

Maintenant cherchons le lieu des pôles des plans tangent 
à la surface (4). Pour avoir le pôle d'un plan 
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fit d^idenliGer soq équation avec le plan polaire (3) du 
^, 7, y Ç, t; on a alors les équations suivantes pour déter- 
r le pôle 

n changeant ç, r,, ^, Ten x,^', 3, t^ 

lan langent à la surface (4) est, en appelant ç, r,, J^, t les 
ioonées du point de contact, 

0\ &T^ 0":, &z 

>n pôle sera donné par les formules 

df do àf ào df âo âf ào 

_''_ • _ • .^ _ •' • _ • .^_ _•' « i ___ »/ « • ^ 

IV avoir le lieu cherché, il faudra éliminer les coordonnées 
r,, ÎJ, T entre ces équations et cp(;,r,, J^, -:; = o; or ces équa- 
»ns sont identiques à (5) et (7) qui nous ont fourni la po- 
ire réciproque de ©=^0; donc toute surface pouvant être 
onsidérée comme l'enveloppe de ses plans tangents est 
'enveloppe des plans polaires des points de la polaire réci- 
proque : elle est donc à son tour la polaire réciproque de 
celle-ci. 
Si Ton égale la suite des rapports (-) à 5 et si Ton fait 

? == A 5* -T- A't,« -f- A' Çî -r- 2 B T.; 

^1 o, ... désignant des coefficients constants, on aura 

A$-i-B''7i-^B';-hC': = 5^^, 
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En éliminant ^^ 7^, !I, -:, s entre ces équations et (6), on aunj 



A B* B' C 1^ 

âx j 

B' A' B G' 1^ 

B' B A' C ^ -o. 



1 



C G' C D 

El iC ti ^1 

dx ày àz ât 



à/ 



Telle est Téquation de la polaire réciproque d^une surface da 
second degré. Si la surface (1) est la sphère 

X--.-J'--'r- 5*-f- /' — O, 

l'équation de la polaire réciproque devient 

! A B' B' C X '. 

B' A' B a y^ 

B' B A' C z i t.. 

; C C C/ D t 

\ X y z / o . 

On voit que la polaire d'une surface du second degré est du 
second degré. La polaire d'un plan est un point. En général^ 
la surface polaire de 'o rr::: o sera d'un degré supérieur au degré 
de es; mais il est facile de voir que ce degré est précisément 
égal à la classe de es. En eflbt, à tout point d'une figure cor- 
respond un plan polaire: si donc on considère une droite 
rencontrant la surface cp -- o en m points, à ces m points 
corres[)ondront m plans tangents dans la surface polaire, 
passant par la droite polaire de la droite proposée; donc, 
par une droite on peut mener autant de plans tangents à une 
surface (ju'il y a d'unités dans le degré de sa polaire réci- i 
proque. c. Q. f. d. 

Quand la surface /^=o se réduit à une sphère réelle, il 
existe un moven géométrique fort simple de construire la 
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lire réciproque d^une surface donnée. Soit M le point de 

intact de la surface cp et de son plan tangent MAB dont 

ms représentons seulement la trace sur un grand cercle de 

sphère; soient S le sommet du cône circonscrit suivant 1^ 

Fig. 35. 




cercle AB de la sphère, et OS la droite qui joint le centre de 
la sphère au sommet du cône, pôle du plan MAB; S sera un 
point de la polaire réciproque de o = o. 

Soit P le point où OS rencontre le point ABM ; on aura 

' OP X OS = R«, 

r R désignant le rayon de la sphère. Donc : 

[ Four avoir le point S de la polaire réciproque de o ^=o 
Z^ correspondant au point M de ^ = o, menez le plan tangent 
;-en lA à ^ = o et du centre de la sphère abaissez une per- 
pendiculaire OV sur le plan tangent, prolongez cette per- 
^j^ndiculaire d^une longueur OS, telle qu^on ait 

OP X OS r^ R». 

Le lieu du point P est ce que l'on appelle la surface podaire 
^ de 9 == o par rapport au point O. Donc : 

Ija polaire réciproque d'une surface ç = o, par rapport 
à une sphère de rayon R, est la transformée par rayons 
vecteurs réciproques de la podaire de cette surface par 
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rapport au centre de la sphère, et le module de la trans- 
formation est le carré du rayon de la sphère (p. 245). 

XXIII. — Digression sur les surfaces apsidales. 

Considérons une surface S. Par un point fixe O, faisons 
passer un plan P; il coupera S suivant une certaine courbe C. 
Soient OM une normale à cette courbe menée par le point O, 
M le pied de celle normale. Par le point O, menons une 
perpendiculaire au plan P et, sur celte perpendiculaire, pre- 
nons 01\r= OM. Le lieu du point M', quand on fait varier 
le plan P, est Vapsidalc de la surface S, relative au point 0. 

Soient X, >', z les coordonnées du point M^ «^r', )*', c' les 
cordonnées du point M', par rapport à trois axes rectangu- 
laires passant en O. Soient dxy dy^ dz les composantes d'un 
déplacement infiniment petit effectué à partir du point M sur 
la courbe C; ox, 8>', Zz les composantes d'un déplacement 
infiniment petit effectué à partir du point M sur la surface S, 
mais perpendiculairement à rfx, rf >', dz. On aura 

. n X'- — )-2 — ^2 ^ y 2 _4_ y'i _|_ -'2, 

( 'x) x' cLc -- y (ly t- z' dz — o, 

( 3 ) X dx - •■- y dy — z dz -= o, 

( i) Xr' r-yy'- ZZ'rrsiK 

( 3 ) o.r dx -^ ov dy -^ oz dz = o. 

La première de ces équations exprime que OM = OM'; la 
seconde exprime que OM' est perpendiculaire à la direction 
dx^ dy^ dz qui est située dans le plan P; (3) exprime queOM 
est normale à la courbe C^ ( 4) exprime que OM' est normale 
à OM, qui passe par son pied dans le plan P; enfin (5) exprime 
que les directions dx, dy, dz et ox, q/, ùz sont perpendicu- 
laires. Quand le point M décrit le chemin dx^ dy ^ dz, nous 
supposerons que le point M' décrit le chemin dx\ dy, dz^\ 






» » • . _ » 



-r £-" — / r- — z cz — i. 

la surface S pmî «* ô**dnîr^ 6t S {-coiliik S >'«4 lirvàiiîlc 
>: dooc : 

I S' est l'aptidaU de S f*ar raff^rî t2« pci.nt O* S ^n: 
/' i'apsi'dale de S /wr raf»f»i*rt <iu m/klwme pi*imî^ 

rs formules • i et 5 doniK-Dl 

» * 

c/j" */i- «/* 

»• — ZY ZT — TZ' JTh — 1 X ' 

>t < lOi donDCDt de même 

fi r tiv ilz 



rz — zr zr — xz rr vjt 
^ar conséquent, 

dr ; dx = dv : dv — dz : dz. 

es directions dx, dy, dz et dx\ dj'. dz* sont doht/nr 
è/es, et, par suite, on a, en vertu de (u), {^)^ ^;*>), 

x'dx''^- ydy " z'dz o, 
X dx'-^ y dy-^- z dz'^ o, 
or dx' -+- or dr -^-^zds' - <» ; 



• »> 
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mais on a ridenlilé 

Or'^dxox est nul, en vertu de (5), et dydz' — dzdy t^- 
nul aussi, en vertu de (i 1 1; donc il reste 

\ dx dx' \ 8j- Sx' = o, 

et, comme > dxdx\ en vertu de (i i), n'est pas nul, on a 

Ç>^» "N^f •%>/ 

ÔX OX -i- 0/ 0^ -i- 05 05 = O. 

La direction ox, 5/, 05 65^ donc perpendiculaire à ojr', 

■s . s , 

or, oc . 

On a aussi Tidentilé 

2, <i^ ^^' ^ ^^ ^^' — Zu^^^Zu ^' ^^ 

= ^{dy Iz — dz Zy){dy^z'^ dz'^y'); 

mais \c. premier membre de cette idenlilé est nul, comme on 
vient de le voir; le second Test donc aussi; donc les direc- 
tions (h'oz — dzo)\ ..., et dv'oz' — dz'hv', ... sont rec- 
lan^^ulaires, ce qui montre que : 

Les plans Unifient s en deux points correspondants de 
deux surfaces apsidales sont rectangulaires. 

En s\appuyanl sur ce théorème et sur le dernier lliéorènie 
du paragraplie précédent, on voit facilement que : 

J^a polaire réciproque de Vapsidale de la surface S, par 
rapport à une sphère avant son centre en O, est l'apsidale 
de la polaire réciproque de cette surface, 

L'apsidale d*un plan est un cylindre de révolution. 
L'apsidale d'une surface de révolution est de révolution. 
L'apsidale d'une sphère est un tore. 
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Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ces théo- 
toes (Catalan, Bulletin de V Académie royale de Bel- 
gique, 1869). 

Nous allons chercher Papsidale de Tellipsoïde par rapport 
à son centre; cette surface, très importante en Optique, porte 
le nom de surface des ondes, 

XXIY. ^ Surfaces des ondes lamineuses. 



Considérons l'ellipsoïde représenté par l'équation 



('» 



x^ 



6« 






Coupon s-Ie par un plan central 
(a» Ix -^ niy -^ nz - iK 

(3) /« -T- m» -f- /i* — I ; 

soit s l'un des axes de l'ellipse déterminée par la section (2); 
Tenveloppe du plan parallèle â cette section située à la dis- 
lance — de cette section est ce que l'on appelle la surface des 

P 
ondes {k désigne une constante). 

Cherchons l'équation de cette surface : l'équation qui 
donne p est (p.36o, t. I) 



a* 



1 _ 

1 I 



n 



— - — o. 
1 



s« c* a» 

^ c ^ 



L.a question est alors ramenée à la suivante : Trouver Tenve- 
loppe du plan 



(4) 
sachant que 

•6) 



Ix -r- my '- nz — A* p = o, 



/*-h m*-4- n*= I, 
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en posant, pour abréger, -= a, t = Ji, ~ ^ T' ~ =^ ^'- ^^^ 

trouver cette enveloppe, il faudra éliminer l, m, n^ v entp 
ces équations (4), (5), (6) et les suivantes, obtenues en éga 
lant à zéro les déterminants fonctionnels des premiers mein 
bres de ces équations, a savoir 



(8) (nx — lz)v^-- r^ = /i/X:M -T-' — ; — 



1 



a« — i'2 



Si Ton élève ces équations au carré et si on les ajoute < 
posant R2 = x^ H-^v^ -h ^^, on trouve 



(10) 



^ n k^ 



n , , . m 



En multipliant (8) par — y^- et (9) par - ,- et en ajoutant c 
équations avec ^^6), on a 



V - 



Ik^ .Énd ( a^ — ^'2 ;« a« — r* 
d'où Ton lire, en vertu de (io\ 

(i, par suite, 



'c 



k'.r 



ai - 1 2 Ai 2^ — U* 

Multipliant cette ccjuation parx et ajoutant avec ses analogu 
on trouve 
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l'un autre colé, de (i i) on lire, en multipliant par Ivx et en 
ijoutant cette équation avec ses analogues, 



Ix 



«l—j;* 



= -A«; 



[(12) devient alors 



y^ 



-î 



H* — A:*3i* " R« — A^? 



Kl — A-i Y* 



= I. 



£0 DOfanl 



po 



k^ aî = :^ = A», k^ 32 



Bî, A^y5=C2, 



[celte équation devient 



y^ 



j« 



,1 -^^ ï _u- -2 _ A« ar* -+- j* -+- -5* — li* 
Ou Lien 



^- ^y- -^ z- -— 



Cï = ' 



^!Î) 



' — [A'fB» + C»)ar« + B»(A-! + C«)7» 



I 



GHA2-^-B^);;•!]-^A^B2Cî = o. 



Celte surface possède seize points singuliers dont quatre sont 
réels et ont pour coordonnées ( A >► B > C) 



y '= ^> 



x = ±lC 






les points imaginaires ont des coordonnées qui se dédiiisonl 
de celles-ci par des permutations tournantes; enfin qn;>tre 
autres points situés sur le plan de Tinfini appartiennent à la 
fois à un cercle et à une ellipse. 



XXV. — Nouveau point de vue sous lequel on peut envisager 

la surface des ondes. 

Si\ par le centre de V ellipsoïde ronsidrrc au parais raj>he 
préci'^flenlj on mène une section plane, puis que ron 
élèi'C par le centre de l^ellipsoïde une perpendiculaire à 
î,. — Traité d* Analyse f II. 19 



\ 
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celte section égale à Vun des axes de la section, le lieu des 
extrémités de la droite ainsi menée sera la surface d^ 
ondes. 

En eflet, en conservant les notations du paragraphe précé- 
dent, les coordonnées d'un point de la surface seront données 
par les équations 

(i) ^ = lpy y = mp, JS = np; 

pour avoir Téquation du lieu, il faut éliminer /, m, /i, p entre 
ces équations, Téquation aux axes de la section, à savoir 

H 1 = O, 



(2) I L -L J_ ' ' 

â« "~ p« Â» p* c* p* 
et Péquation 

(3) /«-4-m«-h/i* = i. 
Or on tire de (1) et (3) 



en portant ces valeurs dans (2), on a 

^1 yt rî 



— 1 J- 1 ^- 1 



— o, 



a 



2 ^2 



et, en chassant les dénominateurs, puis en supprimant le fac- 
teur commun x^ -h J* -+- ^"n 

— [^2(^t^ c2,j.2_^ lji(ai-^c^.)yi-^cHn-''-- lr-,z'^\ 

Celle équation ne diffère de Téquation (i3) du paragraphe 
précédent que parce que A, 13, C y sont remplacés par a, b^ c. 
Si Ton voulait quela surface (4) fût identique à la surface (i3) 
du paragraphe précédent, il faudrait la faire dériver d'un ellip- 

soïde avant pour demi-axes non phis a, 6, c, mais --, -, -' 

' abc 



— - • 
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Il est facile de voir que les deux surfaces de Tonde ainsi 
d>tenues sont polaires réciproques Tune de Tautre par rap- 
port à une sphère concentrique et de rayon A'. En effet, la 
première surface des ondes est Tenveloppe d'un plan P situé 

i la distance o = — du centre de Tellipsoïde (i) du para- 
graphe précédent que j'appellerai E; la seconde surface a ses 
points sur la droite le long de laquelle on compte la dislance 
?== p du centre de Tellipsoïde E. On a donc 85'= A-; cette 
Délation détermine précisément les points de la polaire réci- 
proque de la première surface par rapport à la sphère de 
faTon un. 

Donc la surface des ondes qui est du quatrième degré 
est aussi de la quatrième classe et il est facile d'obtenir 
$a polaire réciproque. 

Un mot encore sur la surface des ondes : si Ton fait 

:î ) X» -f-^« -H ^» = X, 

["équation (4) est satisfaite; on peut donc exprimer les coor- 
données d'un point quelconque de la surface des ondes au 
moyen de 'k et p.. En résolvant les équations précédentes et en 
posant 

CD trouve 



= «/— ^— (À-6')'(:x-a'c')S 



/Ai «1 1 1 



f)T ÔX 



V^ flT OX . , 

on peut constater que y,-^ y- = o, ce qui prouve que les 
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courbes d'inlcrscclîon de la surface des ondes avec 
faces (5) et (6), où X et |jl sont constants, se rencoi 
angle droit. 

XXVI. — Surface apsidale de rellipscîde. 

L'analyse du paragraphe précédent montre que la 
des ondes est une apsidale d'ellipsoïde relative à son 
Cherchons directement la surface apsidale de TcIl 

x» V» z^ 
a* b* c* 

par rapport à son centre; entre les coordonnées x, )'. 
point de l'ellipsoïde et les coordonnées du point cori 
dant x' ^ y f z' de Tapsidale, on a alors les relations ( 

( }. ) xx' -+- y y -^ zz — o, 

( 3 ) x'^ H-y * H- -3'* = x^-\- y^ -i- z^ 

et, en exprimant que la normale à l'ellipsoïde est dans 
(|ui coiilienl Toii^jine et les points JC^y, z el j:\ \\ z 

{yz—zy')— ^i^zx'—xz) ^- -^^xy'—yx^ J'^ - i. 

Cette c(jualion peut s'écrire 

(4) :r>.(^, - ;;^ .-/=x(j, - ^ly ^ z^xj (y -ly. 

Si entre (i), (2), (.')), ( j) on élimine -f', J', 3, on aura 
lion de l'apsidale. Si Ton fait 

/•- =: ./ ^ -f- y'- -^ z^ = j 'i — >''2 -^ -'2 
('i) cl ( î) don; c.onl 

x{^r t»2, ri/'- -ù-} z{r- — C-) 

I a'x'' b Y' r-z'-^ , 

V /•- ._ ,(1 fl f,l ;•-' ^. / V 
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donc, en verlu de (2), on a 

fl«y« 6«r'' <^*5'' 

r^ — a* r* — o^ r* — c*^ 

c'est Téqualion de Tapsidale cherchée et l'on reconnaît une 
surface des ondes. 



XXVII. — Sot les enveloppes des courbes gauches. 
Deux équations de la forme 

représentent ce que l'on appelle une /am/Z/e de courbes dans 
l'espace- Chaque valeur de a fournit une courbe particulière; 
mais, en général, une courbe quelconque, 

(I) o(j?,7, -5, a) = 0, ^(j:,7, ^, a) = o, 

ne coupera pas la courbe infiniment voisine 

( 7^ ) ©(x, Xj z, a -i- Aa) = o, ^(x, y, z, a-k- Aa) = o, 

de sorte qu'il n'existera plus, comme en Géomélrie plane, de 
lieu d^ intersections successwes. 

Quoi qu*il en soit, si, en bornant les approximations au 
premier ordre, c'est-à-dire en remplaçant les équalions (*>,) 
par 

(3 ) G -f- -^ ûfa = o, tl^ H- — ûfa = o, 

les courbes (i) et (3) se coupent, le lieu de leurs intersec- 
tions portera le nom à^enveloppe. Pour qu'il y ait, à cet ordre 
d'approximation près, intersection, il faut que les formules 
(1) et (3) soient compatibles ou, ce qui revient au même, que 
les suivantes le soient 
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en éliminant x^ j', z entre ces équations, on devra donc avoir 
une équation identique (quel que soit a). 

Supposons cette condition remplie; l'élimination de i 
entre les trois équations auxquelles se réduit le système (^ 
fournira ce que l'on appelle Venveloppe des courbes coasi 
dérées. 

L'enveloppe est tangente à toutes les courbes de la famill( 
en effet, les équations y = o, 'i = o peuvent être censé 
représenter l'enveloppe, si l'on y considère a comme tiré 

l'une des équations équivalentes t = o, ^ = o ; et il < 

facile de voir que ^ et ^ ont les mêmes valeurs, que a s 

constant ou donné par les formules -r^ = o ou ^ = o. 

'^ ôa Ou 

Réciproquement, si les courbes (i) sont tangentes à u 

même courbe, cette courbe peut être considérée comme 1( 

enveloppe. En effet, soit 

le lieu des courbes données, la courbe tangente doit lesr 
contrer toutes, et le lieu des points de contact est sur F = 
on peut donc le représenter par F r^ o et par une équal 
telle que 

0(.r. )', z, a) - (», 

appartenant aussi aux courbes de la famille; seulement, f 
la courbe tangente, a sera une fonction convenablen 
choisie de x^ y, z. Or, pour que les dx, dy\ dz soicnl 

nicnies, que a soit variable ou constant, il faut que — - 

la valeur de a fournie par cette équation est celle qui con> 
à l'enveloppe. Comme application, cherchons la cond 
pour que la droite 

( I ) X — az -\- p, y -- h z -r- q 

touche une courbe. Il faut que les équations 

o — z (la -!- r//), o — 3 (1b -\- dq 
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soient compalîbles avec les proposées, ou que 

da dq — dh dp =■ q. 

On pourrait trouver cette condition en identifiant les équa- 
tions ( i) avec les suivantes 

T — .r' V — >•' z — Z* 



dx' dy dz' 

ou 

dx* 

a* ^ jr* -+- ( 5 — z*) -T-7 > • • • > 

qoi sont celles d'une tangente à une courbe au point (x\j^, z')\ 
alorson aurait 

dx' . dy' , .àx' , .dy' 

ou, en éliminant dx', dy, dz\ 

p •= x — az\ *l=y — ^^\ 
dp = dx' — adz' — z da, dq = dy' ^ b dz' — z db. 

Donc 

dp db — dq da =z dx db — dy' da — (adb — b da) dz' 

= dz'(adb — b da) — (a db — b da)dz', 

on enfin 

dp db — dq da — «. 

Une méthode analogue permettrait d'e^tprimer qu'une 
courbe mobile touche sans cesse une courbe fixe. 

XXYin. — Remarque sur les enveloppes de courbes. 
Si Ton considère la surface représentée par Téquation 

et les surfaces représentées par les deux équations 

(2) o{x,y,z) = o, ^{-r^yy z)^-o, 
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cliatMine d(îs surfaces ('à) coupera (i) suivant uncî courbe, cl 
ces deux courbes tracées sur la surface (i) se renconlrenl 
aux points réels ou imaginaires dont les coordonnées sunlles 
solutions communes à (i) el (2). Si, pour fixer les idces. ou 
suppose les é(|ualions (1) et (2) algébriques, on sera lenléde 
dire que deux courbes algébriques tracées sur une même sur- 
face se rencontrent toujours en un nombre fini de puinls; 
et qu'en général deux courbes quelconques tracées sur une 
même surface se rencontrent, pourvu que leurs équations ue 
présentent pas quelque singularité introduite pour ainsi dire 
tout ex prés pour faire tomber notre conclusion en défaut. 

S'il en était ainsi du reste, comme deux courbes quelcon- ! 
ques peuvent toujours être censées appartenir à une même 
surface, il en résulterait que deux courbes quelconques se 
coupent ordinairement, et, pour parler avec plus de précision, 
que deux courbes algébriipies se coupent toujours, ce que 
l'on sait être faux. 

Il y a là un paradoxe qu^il faut chercher à expliquer; el 
d'abord, il est incontestable que les courbes algébriques 
re|)réscntées par les équations (i) et ('i) se coupent au sens 
anal\tl(pie du mot et que si les équations en question sont 
du degré ///, //, /?, le nombre des intersections sera mn/). 

Prenons maintenant deux courbes algébriques quelconque? 
représenlre."» par les é(| nations 

et 

(1) . , 

II y a toujours, avons-nous dit, une surface contenant ces 
deux cuinbes, par exemple la surface re[)résentée pur l'équ,!- 
lion 

{')) Ocj-i OiTOi — o ou F — (>, 

et il est clair (pi'il y en aurait une infinité d'autres. Le rai- 
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KMJl Cil Ncrlu duquel on conclurait que les courbes (3) 
e roncoiilrent consisterait à aduicttre que Féquation 
)Ci:l remplacer Tune des équations (3) ou (4) et que 
rbcs peuvent être représentées par les équations 

F = o, 0=0 



F — (», m = (». 

rhcs représentées par les équations (6) et (7) se ren- 
t bien eflectivement (au sens anah tique du mot); 
es ne sont pas identiques au\ courbes représentées 
équations (3) et (i): cette digression, peut-être un 
u», était, je crois, nécessaire à Tintelligence de ce qui 
e. 

a\ons vu que, pour trouver l'enveloppe de courbes 
itées par 



ç{jr, y, z, a) -o, 'l x,y,z,a 



» -rr (> 



» 



poseï 



- • — o. - - = o 
oa ou 



osant ces é<|uatious compatibles, réiiminalion de a 
Teuxeloppe. Pour faire le calcul, on pourrait élrf' 
Himiner a entre les équations (8;, ce qui donnerait la 
te 

F T. y. zj = (t 

TipLicer le s\5lême ■ 8 par le système 

iveloppe serait représentée par la résullanle de 'i i } 



• =0. 
oa 
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et elle existerait toujours, puisque -^ = o est une îd 

Effectivement, la courbe représentée par les équatio 
a une enveloppe, mais elle n'est pas identique à la • 
représentée par les équations (8). La courbe (8) et la i 
voisine 

sont bien sur la même surface F = o, mais elles ne s 
contrent pas pour cela, parce qu'elles ne sont pas idée 
aux courbes représentées par 

?(«?,^» *, a) = o. F=o 

et 

ç(ar, y, 3, a-^- Aa) = o, F = o. 

Il va sans dire que, pour trouver Tenveloppe d'une 1 
de courbes, il ne faudrait pas non plus résoudre leurs 
tions par rapport au paramètre qu'elles contiennent. 

En général, il faudra éviter de faire subir aux éqi 
des courbes enveloppées une transformation pouvant 
fier la nature de ces courbes. 



ZXIX. — Des surfaces développables. 

Les surfaces enveloppes d'un plan mobile portent 1 
de sur/aces développables pour une raison que nous 
serons plus loin ; de toutes les surfaces enveloppes c 
les plus remarquables. La théorie générale des envc 
prouve que : 

I® Les surfaces développables sont réglées^ cest- 
sont engendrées par le mouvement d^une droite (g 
triée). 

Cette génératrice est la caractéristique du plan i 
a** Le plan tangent touche la surface tout le long 
génératrice ou caractéristique, et par conséquent i 
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^u'un seul et même plan tangent pour tous les points d'une 
mUme génératrice, 

3* Les génératrices touchent toutes une même courbe 
ie arête de rebroussement. 



Les génératrices d'une surface développable se rencontrent, 
an moins quand on se borne à considérer les termes du premier 
ordre, mais ceci a besoin d'être éclairci par quelques déve- 
*l(^pements. 

i La plus courte distance de deux génératrices voisines, tan- 

^ génies à Taréte de rebroussement, est moindre que la distance 

:*da point de contact de l'une à la seconde; or cette distance 

est du second ordre; donc la plus courte distance de deux 

génératrices est du second ordre, au moins, par rapport à 

Tare de l'arête de rebroussement ou par rapport au paramètre 

: api entre dans l'équation d'une génératrice. Nous allons 

: prouver que cette distance est du troisième ordre. Cela 

I résulte du théorème suivant : 

I Théorème nE Bouquet. — Si la plus courte distance 
de deux droites contenant dans leurs équations un para- 
mètre variable est d'ordre supérieur au premier , elle est 
au moins du troisième. 

Pour démontrer cette proposition, considérons une droite 
mobile 

: (1) X = a5-i-/?, y —hz -^ q 

< 

contenant dans son équation un seul paramètre variable. 
Soit 

(2) j? — («-♦- Aa)5 H-/>-i- A/?, X = (6 H- A6)^ -h 7 -H A<7 

réquation d'une droite infiniment voisine; la plus courte 
distance h des droites (i) et (2) est donnée par la formule 

, \a \(7 — A6 Ad 

(3) h= / /- 



y^Aa* -+- A6* ^{a\b-^b àa )* 



3oo <:uAriTRE iv. 

Or, aux Iciiïies du Lroisièine ordre près, on a 



A6 r-r/6-+-|^26 



La formule (3) donne alors, en négligeant les termes du troi- 
sième ordre, 

_ (dad q^d bdp) -+- \ (d^adq -+- dad^q — d^bdp — dbd^p) 

^da^~^^db^~^ {adb^^bdcT)^ 

Si h est d'ordre supérieur au premier, dadq — dhdpQîXiï\A\ 
or le second groupe écrit entre parenthèses au numérateur de 
h est la différentielle du premier dadq — dbdp : il est donc 
nul en même temps que le premier, et h est d'ordre supé- : 
rieur au second. 

Dans les ccines, qui sont les enveloppes d'un plan mobile 
passant par un point fixe, les génératrices se rencontrent 
rigoureusement au sommet qui est l'arête de rebroussement 
de la surface; dans les cvlindres, cette arête est à l'infini. 

Réciproquement, si la plus courte distance de deux géné- 
ratrices d'une surface réglée est d'ordre supérieur au premier, 
ces génératrices seront tangentes à une même courbe ; en effet, 
on pourra identifier les écjualions (i) avec celles d'une tan- 
gente à une courbe 

\ - .• = ^- ^Z - . ), \ -V = ^, ( Z - =). 

car l'Identification donne 

dx dr 

dz ^ dz 

, dy dv 

Pourcpie ces équations soient compatibles, il faut qu'il existe 

entre elles une équation de condition indépendante de -r; 

dy ,y . d:c dy 

et -; ; éliminant ,- et ,- > on a 
dz dz dz 

p =z X — az^ ^ ^ y — ^^ 
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^'P ^=^ dx — adz — zda^ dq = dv ~ b dz — z db 
el,ea observant que dx = adz, dy = bdz. 

dp — — zda, dq -~ — zdb 
^Ij par suite, 

dp db — da dq = o. 

^eslla condilîon pour que la distance de deux génératrices 
^it d'ordre supérieur au premier. 

Otï peul arriver autrement à ce résultat et trouver direcle- 
Qient la condition pour que la droite 

x-.=~az — p^ y=ibz-r-q 

ait une enveloppe ou pour qu'elle foit tangente à une courbe 
à double courbure. En effet, d'après la théorie des courbes 
enveloppes, il faudra que les équations 

o = zda — dp^ o = zdb -»- dq 

soient compatibles avec les précédente?, ce qui donne encore 

la relation 

dp db — da dq = o. 

Réciproquement, le lieu des tangentes à une courbe gauche 
est une surface développable. Nous verrons plus loin une 
d.'monstration anal\ tique de ce fait; bornons-nous pour le 
moment à faire obser\"er que le plan passant par une tangente 
parallèlement à la tangente voi?ine est partout à une di>lance 
Ju second ordre de cette génératrice et par suite touche le 
lieu des tangentes tout le long de lune d'elles, et qu'il ne 
contient par suite qu'un seul pdraujèlre VdriaLle. 

La plus courte di?lance de detjx génératiices d'une >ur- 
face développable ne peut jamais être d'un ordre supérieur 
m troisième (nous entendons par là qu'elle ne peut pas 
e^ler de cet ordre : en efTel. pour que celte distance 
[jt du quatrième ordre, il faudrait que, dans l'exprcs-iori 
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de \a\q — ^blp^ les termes du quatrième ordre fussent 
nuls, ou que Ton eût, outre les relations 



(a) 



da dq — db dp ■=■ o, 
dad^q -^d^adq — db d^p -- d^b dp — «i. 



la suivante : 



(c) 



( iidad^q-^dbd^p) 

\ -i-i{d*ad*q^d}bd^p) ^ {(dq d^a ^dp d*b) ^ *k 



Or, en dîfférentiant (&), on a 

da d^ q -\- d^ a dq — db d^p — d*bdp-\- 'Ad^ad*q — 2d*b d*p =o; 

eu vertu de cette relation, (c) devient 



(d) 



d^ad^q —d^bd^p = o; 



or, en diffërentiant les équations 

X = az -hpy y = bz-hqf 



on a 



dr =z adz -\- z da -f- dp, dy = b dz -^ z db -^ dq ; 



mais dx ■— adz^ dy = bdz^ car la droite mobile est tangente 
au lieu des points x, >', z\ il en résulte 

z da -^ - dp - o, z db -'■ dq — o 

et, en diffërentiant, 

z d- a -î- da dz -h d^p = o, zd-b -r- db dz h- ^* y = o. 

En éliminant z^ il vient 

{da d-b — db d'^a)dz d'-p d^b - d^q d*-a =■ o. 

En général, dz n'est pas nul (s'il l'était, z serait constanlVl 
le lieu des points .r, ) , z serait alors une courbe plane); 'si 
l'on a alors égard à la formule {d), on a 



{€) 



da </- b — dh d^ a = o 
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bien 

du " db 

oo 

dXo^da = dXogdb;, 

On en conclut, en appelant k une constante, 

da —- A' db 

et, par suite, 

a = kb -r- k\ 

df dy 

A"* désignant une nouvelle constante ; or a = ^^ > ^ ^^ ^ ' 

donc 

dx = kdy '\- k dz ; 

on en conclut, en appelant k' une nouvelle constante, 

X = ky -^ k' z -\- A', 



qui prouve que la courbe lieu des points x^y^ z est plane, 
et par suite la distance de deux tangentes est rigoureusement 
nulle; cette distance ne peut donc être qu'accidentellement 
d'ordre supérieur au troisième. 

XXX. — Équation différentielle des surfaces développables. 

Une surface développable peut être représentée par l'équa- 
tion d'une enveloppée (plan quelconque dont les coefficients 
Pj qj Q sont fonctions d'un même paramètre a) 

(i) z=zpx-^(jy -\-^, 

et par sa dérivée prise par rapport à a 

i^i) o —p'x-^ q'y -^d'. 

Les formules (i) et (2) représentent une génératrice rectiligne 
(caractéristique) ou la surface, à volonté, suivant que a est 
constant ou variable. L'aréle de rebroussement est fournie 
par (i) et (2) et la dérivée de (2) 

,1» o=/)'j'-T-y''jH-0'. 
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On remarque d'abord que, />, y et étant fonctions d'm 
même paramètre, q est fonction de/>; soît 



(0 

On a d'ailleurs 



q = o(p). 



âz 



^^ ôx' 



âz 



car (i) est Téquation d'un plan tangent. On peut le conslaU 
en différentiant (i) par rapport à x, en y regardant % commc^ 
fonction de x et >' déduite de (2 *, on a alors 






ou, en vertu de (2), 



dz 



Le caraclùre fondamental des surfaces développables, cé\ 
qui en fait précisément des surfaces exceptionnelles, c*estqa^ 
le plan tangent renferme un seul paramètre variable et quc- 
ce plan ne peut être assujetti qu'à une seule condition, telle 

(jue de passer par un point. Dans la sphère qui n'est pas 
dévcloppable, le plan tangent peut élre assujetti à e^Av/x con- 
ditions : ainsi Ton |)(?ut mener à celte surface un plan lanj^onl 
passant par Jeux points (lor)n<'*s. 

On peut d'ailleurs prouver (pie, s'il existe entre p et q une 
relation 

la snrrart; n'prc'scnlce par cette équation di [feront irUc e?l 
(K'vcloppaMe. \L\\ elFct, le plan tangent à la surface en j\ \\ z 
est 

ou 

Z=/.X-+-7Yh-0, 

en posiiiil, i^o: r abré. rr, 



■:= Z 



V) r 



<i 
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est facile de prouver que est une fonction dep seul; en 
et, en observant que dz est égal k pdx -^ Çdy^ on a 

à^ dp dq 

ox dx "^ àx 

(^ àp ôq 

-r— = — ^ -^ — y -- • 

ày ùy ^ ày 

iron forme le déterminant ^; ' ^ » on trouve 

ài^.y) 



_y/^ ^ _ ^ ^\ 

'^ \dx ày ày dx) 



^ à{x,y)' 
cest-à-dire zéro, puisque, q étant fonction de /?, }^' ^l doit 

élrc nul. Ainsi donc, si la relation q = ^(p) est satisfaite, le 
plan tangent ne contiendra qu'un seul paramètre variable 
dans son équation. La surface en question est donc l'enve- 
loppe d'un plan qui ne contient qu'un seul paramètre variable ; 
par suite elle est développable. Ainsi, en résumé: 

Pour que le plan tangent à une sur/ace renferme deux 
paramètres variables ou pour que la condition d'être 
Rangent à une sur/ace soit simple pour un plan, il faut 
tt il suffit que la surface ne soit pas développable, ou 
qu'il n'existe pas de relation entre p et q, 

La relation q = ç(/>) est parfois remplacée par une autre 
Jus facile à vérifier. Voici comment on l'obtient : 

Quand deux fonctions /? et ^ de j: et de^ sont fonctions 
ane de l'autre, leur déterminant fonctionnel est nul; el, 
îciproquement, si leur déterminant est nul, /> et q sont liés 
ar une relation telle que q = 'f (/>)? posons 

dp â^z __ ^/^ _ ^7 __ ^*^ 

~' dx ~^ dx*' ~~ dy "^ dx ~~ dxOy 



t = 'S = 



d^z 



dy dy* 
L. — Traité d'Analyse, II. 
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Le délennÎDaDt de p eiq sera 



r s 



s t 



^zri — s^ 



et, par suite, les deux relations 

où 9 est iDdéterminé, et 

(5) ri — j- = o 

seront équivalentes; cette relation (5) appartient donc exclu-j 
sivemenl aux surfaces développables. 

Théorème. — Le lieu des tangentes et une courbe à doui 
courbure est une sur/ace développable. 

Soient, en effet, a, ^, y '^^ coordonnées d'un point d'aoej 
courbe à double courbure; si Ton désigne les dérivées pnseij 
par rapport à v au moven d^accents, les équations de la tai 
gente à la courbe considérée au point (x, ^, v) seront 



4 i ) 



( V — S = i\3 — Y>- 



Si l'on suppose a cl ^3 exprimés en fonction de ^' au moyen 
des ('((uations de la courbe, Télimination de ■" fera connaître 
l'équation ilu lieu des tangentes. Or ces équations (^i\ prises 
siniukanéin<^*nt, jieuvenl être censées représenter le lieu des 
tangentes, fl, t*n considérant •' comme une fonction de x, >',5 
définie par Tune d'elles, on pourra différenlier ces équations 
par rapport à .r et à )', ce qui donnera 



o - 



o - 



r,' 



3' 



fh; 
Oy 



w 
7. K 



^\ 



-?'( 



--Y) 



.^î 



Ox 



1 ^ 



V ) — L 






Ox ' 






^i 

(.h 
Ox 



fh' 






Or, 
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de ces équations on tire 









p 









-T) 






Si Ton élimine 3^ cl j^^» ^ — Y s'élimine en même temps, et 
FoD a 



^ 



7 = 



a'p'-f-p'a" 



ïp et ^ sont donc fonctions de y seul, c'est-à-dire qu'ils sont 
.fenctions l'un de Tautre ; la relation 

E. caractéristique des surfaces développables, est donc satisfaite. 

Ainsi, en résumé, nous avons deux modes de génération 
ides surfaces développables : 

1** Par enveloppe d^un plan mobile; 

2** Par le mouvement d'une droite qui reste tangente 
\à une courbe ou, ce qui revient au même y qui se meut 
de telle sorte que sa plus courte distance avec la droite 
\voisine soit du troisième ordre. 

n est d'ailleurs facile de constater que la plus courte dis- 

ice de deux tangentes d'une courbe à double courbure est 
troisième ordre, car la relation 

dad^ — dbdoL = o 
est satisfaite en remplaçant a par a', b par p\ ol par a — yoJ 

Mais il faut remarquer que la distance d'un point de la 
mrbe à la tangente menée par le point voisin n'est que du 
[second ordre : si l'on cherche, en effet, la distance A du point 
-f- Aj:, jy 4- A/, 5 -i- A3 à la droite 



x-x \-r z-j 



dx 



dy 



ds 
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on trouve 

_ (dz\r — dr\s)* -h{dx\s — dzlry -^ (^(r Aj- — dx 

dx* -^ djr* -^ dz^ 

en remplaçant Ajt par dx -f- ^ rf* ^ -r • • • > on a 

_ (dzd*y — cPzdy)i-^(dxd*z — dsd*x)^-r-(dvdiT—d'' 
" ' l^(dx*-r-dy*-^ds^) 

h^ est du quatrième ordre au moins; donc h est du : 
ordre et il est facile de Yoir qu^il n'est jamais d'ordre 
rieur, sans quoi il faudrait que Ton eût à la fois 

dzd*jr — d^zdjr = Oj dxd^z — d^xdz = Oj dyd^x — dxa 

ou 

d^x __ d^y _d^z 

dx " dy ~~ dz 

ou 

dlo^dx = d\ogdy = dlo^dz; 

il en résullc que 

\o'^dx -T- loga = log^ -i- log6 = log^.; -r- loge, 

a^ Oy c dcsig^nant des constantes arbitraires dont le n 
se réduit à deux distinctes. On en conclut 

adx = Ifdy = cdz 

ou 

ax ^ a' = by -^ b' — cz -^ c'. 

a\ b\ c' désignant de nouvelles constantes. Ces vi\ 
sont celles d'une droite et, par suite, la distance d'ui 
d'une courbe proprement dite à la tangente voisine 
second ordre. Accidentellement, cette distance pour 
du troisième ordre, mais cette circonstance ne saurait 
senter tout le long de la courbe. 
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ittl. — BmiioBB tDDchées par vn pÏMH soïmax «ne Ufiiê. 

Nous avons vo que le plan tamrcnt à une dévoloppahic U 

toadiait tout le long dune génératrice reeli ligne ; on peiil 

: prouver que réciproquement : 

i 

' Si une surface est toujours touchée par son pfan tnnf^ent 

SKPont une ligne : i^ cette ligne est droite; o*^ In surface 

nt développable. 

En efle^ si le plan tangent touche la surface suixani une 
KgDe, il restera le même quand le point de contact (^.r, y\ z) 
ikxm la ligne en question; si alors F = o est 1 équation de 
Usiirfaceet/(x, 1', :;, a) = o Téquation des lignes de contact^ 

p= ~ei g = -^^ seront des fonctions du seul paramétre /», 

CD sorte que Ton en conclut que 

p = fonct.(^), 

c'esl-à-dire que la surface est dévcloppable. 

On peut d^ailleurs prouver que, tout le long d'une ligne 
suivant laquelle un plan touche une surface, on a 

/ *^^^ \ 

rt — 5' = o I r =-;--- > • • • ) > 



('•=^^1' •••) 



de sorte que, si partout une surface est touchée par un plan 
suivant une ligne, cette surface est dévoloppahle. 

Pour démontrer cette proposition, il suffit d'ohnervcr que, 
e plan tangent ayant pour équation 

ette équation devra rester la même quand on changera x 
Q /p _l_ rfx, y eny -h rf^ et 5 en 5 -j- As ; or elle devient alor«i 

Z — z — ^ =p{\ —x — dx) -\-q{^ —y — (ly)\ 

'. il faut que 

^z = p dx -^ q dy = dz ou A-s — ds — o ; 
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donc, en vertu de la formule de Taylor, 

ce qui exige que 

L'équation 

(i) rdx^ -{-^sdx dy -{-idy^ =o 

détermine la direction dx, dy le long de laquelle il 
contact, et Ton voit qu'en général il existe deux direct! 
dans lesquelles le plan tangent reste, en se déplaçant, i 
siblement parallèle à lui-même; mais, si l'on veut qu'il r 
rigoureusement fixe, il faudra exprimer que dp = oeldq- 
ou que l'on a à la fois 

r dx -h sdy =o, s dx -¥- 1 dy = Oj 

ce qui donne rt — 5^ = o; l'équation (i) a alors ses raci 
égales et les deux directions, dans lesquelles le plan tan^ 
ne se déplace presque pas, sont confondues. 

XXXII. — Circonscrire une développable à une surface don 
L'équation q =-. cp(/?) ou 

caractérise, comme nous avons vu, les surfaces déve^ 
pahles. 

Supposons que, dans cette formule (i) (qui est une i< 
lité quand il s'agit d'une surface développable), on remp 
p el q par le p ci \c q d'une autre surface S quclconc 
l'équation (i) cessera d'être identique, elle établira une r 
tion entre les coordonnées des points de la surface S; 
représentera alors le lieu des points de cette surfiice S, | 
lesquels le plan tangent est celui d'une développable; ( 1 
donc l'équation de la courbe de contact d'une développable 
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cooscrite. Si Ton suppose que la surface S ait pour équation 
la formule (i) peut être remplacée par 

OÙ F représente alors une fonction homogène. 

Une question se pose immédiatement : Peut-on circon-* 
scrire à une surface donnée une développabic suivant une 
coiiii>e donnée tracée sur la surface? La réponse à cette ques- 
ti<»i sera affirmative, si Ton observe qu'on obtiendra une 
développable circonscrite suivant la courbe donnée, en cher- 
chant Tenveloppe des plans tangents à la surface menés par 
les points de la courbe donnée. 

Il n'en est plus de même quand on se donne la relation 
¥{Pj q) = o, par exemple quand on dit que la surface cir- 
conscrite est un cône ou un cylindre. 

C'est ici l'occasion de faire connaître une nouvelle méthode 
pour circonscrire un cône ou un cylindre à une surface. Pour 
circonscrire le cône, on peut chercher l'enveloppe des plans 
tangents à la surface passant par le sommet censé donné du 
cône. Pour circonscrire un cylindre, on cherche l'enveloppe 
des plans tangents parallèles à une droite fixe. 

Par exemple, l'équation générale des plans tangents à un 
ellipsoïde est 



(i) a? ces a -H ^ CCS p -+-z ces y -4- /a* ces* a -^ ô*cos'p-4-c'co9'Y =o; 

si l'on pose 

(a) X cosa-+- fxcosp-t- V cosY = o, 

ce plan tangent sera parallèle à une droite fixe son enveloppe 
s obtiendra en observant que 

fî) ces* a -f- ces* p -H ces' Y = I 




= 0, 
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et en éliminant a, ^, y entre (i), (2), (3) et 

R ^ R ^ n 

cosa cosp cosY 

R désignant, pour abréger, le radical. Les calculs auxquels 
conduit cette méthode paraissent moins simples, en général, 
que ceux que nous avons indiqués plus haut. 

Le problème qui consiste à circonscrire une développable 
à une surface donnée est indéterminé, tant qu^on ne fait pas 
connaître la nature de la développable que Ton veut circon- 
scrire. Le problème devient parfaitement déterminé quand 
on se propose de circonscrire une développable à deux sur- 
faces données; cette développable peut se définir : l'enve- 
loppe du plan tangent commun aux deux surfaces. C'est 
dans un autre Chapitre que nous verrons le rôle important 
de cette développable. 

Nous aurions encore un bon nombre de questions à ré- 
soudre sur les développables, mais ces questions seront 
mieux placées ailleurs, où nous disposerons de moyens plus 
puissants pour les étudier. 

XXXIII. — Ètymologie du mot développable. 

Considérons une surface développable. Soient MN son arête 
de rebroussemenl, M^N' une section plane ; soient MM' et NN' 
deux génératrices. Menons dans le plan de la section plane 
la tangente M'N" à M'N'; le plan MM'iY'sera tangent à la 
surface. Prenons sur M'N" une longueur M'm"= M'//i'et par 
le point nf menons une droite m" m" dans le plan tangent 
qui fasse avec M'N" un angle égal à Tangle que wm'fait avec 
la courbe M'N'; prenons enfin m" nf^= m' m^ la courbe lieu 
des points m" sera dite la transformée de M/nN. Plus généra- 
lement, si Ton prend m!' a =^ m' a, le point a sera le trans- 
formé de a et une courbe décrite par le pointa sur la surface 
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iéveloppable aura pour transformée le Heu des points cor- 
respondants a' de a. L'ensemble des figures transformées, 
le celles qui sont tracées sur la développable^ constitue ce 
■oe l'on appelle le développement de la surface, 
f Quand on fait le développement d'une surface dévelop- 
nble, les courbes transformées sont égales en longueur à 




irs correspondantes. Si, en effet, on suppose m'N' infini- 
1 petit, tout quadrilatère tel que abm'N' sera égal à son 
pondant a' 6' m" N'' par construction; donc ab sera égal à 
transformée a'b' aux termes du troisième ordre près ; en ap- 
t ds et ds' ces deux arcs, on aura donc ds = ds' ou 5 = s\ 
n résulte de là que, si l'on fend la surface suivant des géné- 
ices voisines et si l'on fait tourner chaque élément de sur- 
autour de ses bords rectilignes de manière à amener toutes 
génératrices dans un même plan, elle coïncidera avec la 
ire transformée ; elle est donc susceptible de se développer 
de s'étaler sur un plan. 

II est bon d'observer que les courbes qui coupent les géné- 
'^trices à angle droit deviennent après le développement les 
ftveloppantes de la transformée de l'arête de rebroussement. 
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XXXIV. — Théorie des déTeloppables isotropes. 

Prenons des coordonnées rectangulaires : 

L'équation des sphères de rayon nul ayant leur centre ] 

en a, p, y est \ 

(ar-aO»H-(7-?0*H-('5— ïO* = o (< = l); 

cette équation peut être censée représenter un cône imagi- 
naire de sommet a, j3, y; un pareil cône, asymptote de toutes 
les sphères ayant leur centre en a, p, y, s'appelle un cône 
isotrope j ses génératrices sont ce qu'on appelle des droites 
isotropes. Si l'on désigne par a, 6, c les coefficients direc- 
teurs d'une droite isotrope, on aura alors 

a* H- 6* H- c* = o ; 

cette équation caractérise les droites isotropes qui, en vertu 
même de cette équation, sont perpendiculaires sur elles- 
mêmes. Si l'on suppose c ^ o, on a a^ -h 6^ = o, et l'on voit 
que les droites isotropes du plan des xy ont pour coefficients 

angulaires r- y/ — i. 

Un pian isotrope est un plan asymptote de sphère; c'est, 
si l'on veut, un plan tangent à un cône isotrope. Dans un 
plan isotrope, les ombilics sont confondus. Deux plans iso- 
tropes infiniment voisins se coupent suivant une droite iso- 
trope, et deux droites isotropes infiniment voisines se coupant 
en un point a, p, y déterminent un plan isotrope. 

Toutes les sphères passent par une conique fixe située 
dans le plan de l'infini, qui est imaginaire et que nous appel- 
lerons Vombiiicale (Laguerre) ou le cercle imaginaire de Tin- 
fini. Cette conique ombilicale est d'ailleurs le lieu des ombilic; 
de tous les plans de Tespace. 

Toutes les droites isotropes passant par un point de l'es 
pace forment un cône isotrope ou une sphère de rayon nu 
ayant son centre en ce point. 
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L'ombilicale est le lieu des traces de toutes les droites iso- 
»pes sur le plan de rinfini (/ = o). 

Par une droite quelconque passent deux plans dont les 
tes sur le plan de l'iniini touchent Fombilicale : ces plans 
ït dits plans isotropes relatifs à cette droite. 
On appelle développât les isotropes celles dont les géné- 
îces sont isotropes ; elles sont par suite des enveloppes de 
is isotropes. 
A toute surface on peut circonscrire une développable îso- 
qui sera dite développable isotrope de cette surface. 
Les développables isotropes jouissent de cette propriété 
ieuse que leurs normales sont précisément leurs généra- 
r. En effet, considérons une droite isotrope; cette droite 
une génératrice du cône 

peut donc la représenter par 

\\ = :^— 7 — = *- = P, a* -f- 6* -h c' = o. 

\ a h c ^ 

l'on veut que cette droite engendre une développable, il 
it exprimer que dans une quelconque de ses positions elle 
icontre la droite voisine. A cet effet, écrivons (i) ainsi : 

^ droite voisine a pour équations 

j? = a-hrfa-+-(a-f-rfa)p -t-(p -h €/p)a, ...; 

€Umination de a:, y, 5, p, rfp conduira à Téquation de con- 
ition cherchée. L'élimination de x,y, z se fait par soustrac- 

^n, et l'on a 

o =: d% -h a dp -^ p da, 

o = d^-hbdp-¥-p dby 
o = d-^ -h c dp -h p de; 

1 élîmine o et dp en multipliant ces équations par a, 6, c et 
I observant que, a^ H- 6^ + c^ étant nul, on a 

a da -^ b db -\- c de = o'y 
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ligne double ou singulière. Celte ligne double est la foc^m 



La focale d'une surface est la ligne double de laihf\ 
loppable isotrope circonscrite à la surface. 

Deux surfaces soqI homofocales quand elles ont les Bifmes I 
focales. 



XXXVI. — Foealu et lèjen dai mifiesi do second ordre. 

On trouvera facilement les focales des surfaces du second 1 
ordre en observant que, si S ^:; o désigne une surface de cet I 
ordre, S + XPQ:=o, P et Q représentant deux polyDÔmcs 1 
du premier degré, représente l'équation des surfaces do I 
second ordre bitangenlcs à la première. En exprimant que 1 
celte surface est une sphère de raj-on nul 

(j:_a)'-^(jr-p)' + (--Y)* = o, 

a, p, Y représenteront les foyers : on devra donc avoir identi- 
quement 

S -lPQ-^[(r- a)' + (.}■- fl )"-;-(; -f)*]- 
j* étant un facteur constant, on 

S-|l|(,7- -:.)! .,^-_;i)!-(;_-f)lJ=>,,>Q. 

I.c premier uiiinibre de cette identité devra donc se ramener 
à une somme de deux carrés. 
Soit 

S r Ar;-:-l(^;-,-C;' -U r.- o 

Téquation donnée, 

A^=H-H..-'-:-C='-^[(.r-i)>-h(7-;ï)' + (=-Y)p-n 

devant être une somme de deux carrés, il est nécessaire 
qu'une des vnriubles disparaisse : donc a :^ o el [jl ;i= A ; donc 
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iOU être une somme de deux carrés ; or cette quaDtité peut 

■t*fcrire 

(B-A)7»-+-(C — A)5î-4-2A?^-^2Ay^ — A(p«-r-Y*)-H 

_L_[(B--A)>'-A?p-^-L_[(C-A)^-+-A-r]« 

B-A C-A ^^* " ^ "' 
>era uae somme de deux carrés si Fod a 

B3» Cy» h 

* -^ - =o. 



B - A C — A A 

te équation jointe à a = o représente la focale. Il y a 
c trois coniques focales, une dans chaque plan principal, 
ind H = o, ces coniques se réduisent à des droites; ainsi 
cônes ont pour focales des lignes droites, 
apposons qu^il s'agisse d'un ellipsoïde dont les axes soient 
26 >• 2c; les focales auront pour équations 

vî ^ aï 
ZTs — c« "^ Z»*^a» 



-T-^. —1=0, 



' — a* c* — 6* 



►remière est imaginaire, la seconde est une hyperbole, la 
ière une ellipse. 

n voit que ces équations ne dépendent que des différences 
axes; les surfaces comprises dans la formule 



^'- 



donc homofocales, les sections principales ont les mêmes 
rs. L'étude de ces surfaces homofocales sera faite plus 

)ur trouver les focales du paraboloïde 
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on devra faire en sorte que 

P^î ^ Q^.î _ a* - X[(a:~ a)« -h (y — ?)*-+-(-= -t)*] 

soit une somme de deux carrés; il faut donc que)^ = Poa( 
et que a ou ^ soit nul; il faut ensuite qu'en décomposant 

en carrés, on n'en trouve que deux, ce qui exige que 

Q-I> Q 

En particulier, pour le paraboloïde 

h ^^ = 2-3, 

P 9 
on a les deux focales 

a» 
— •- 2Y-T-y? =o, 



= o. 



qui sont des paraboles. 

Nous énoncerons seulement les propriétés suivantes J 
focales, sans les tlémonlrcr : 

Le plan tangent et la normale en un point cVune surfn 
du second ordre rencontrent un plan principal sunanti 
point et une droite qui sont, lUin le pôle, et Cautre 
polaire correspondante de la focale, (Chasles.) 

La distance d\in point de la surface à un foyer est i 
produit de deux fonctions linéaires, (Amiot.) 

SI l'on appelle foyer d'une courbe du second degré do 
V espace les points tels que leurs distances à un point de 
courbe soient des fonctions linéaires des coordonnées de 
point. Les points d'une focale seront les foyers de VauH 
(Amiot.) 

La somme ou la différence des distances de deux foye 
fixes d'une courbe de second degré à un point de cet 
courbe est constante. 
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'^ans un cône, les focales se réduisent à des droites 
^^lles ou imaginaires, ainsi que nous l'aidons fait obser- 
I ^^; ces droites focales jouissent des propriétés suivantes : 

La somme des angles que font les plans passant par 
^ne génératrice du cône et les focales est constante. 

Un cône du second degré est coupé par une sphère sui- 
vant une courbe appelée ellipse sphérique, quand le som- 
met du cône est au centre de la sphère. Les focales ren- 
contrent la sphère en des points appelés foyers et tels que 
a somme des rayons sphériques, issus de ces points et 
aboutissant à un point de la courbe ^ est constante. 

XXXVn. — Surfaces homofocales du second degré. 

L'équation générale des surfaces homofocales du second 
egré, c'est-à-dire des surfaces ayant les mêmes focales, est 

, a?' V* z^ 

a* -i- p 6* -4- p c* -i- p 

désignant un paramètre variable. 

i" Ces surfaces sont telles que leurs sections principales 
nt les mêmes foyers que celles de ^ellipsoïde 

X^ yî ^1 

a* 6* c' 

2** Par chaque point réel de r espace passent trois sur- 
aces de la famille, qui sont réelles; Vune est un ellip- 
oide, les deux autres sont des hyperbololdes à une et deux 
nappes. 

En effet, si l'on se donne x^ y^ 5, il en résulte pour p trois 
valeurs, en vertu de l'équation (i) qui est du troisième degré; 
îes trois valeurs sont réelles : pour s'en assurer, il suffît de 
ïopposer a^b>c et de faire, successivement, 

P=: — 00, p = — a«— 6, p = — a*-t-e, p = — 6* — e, 

p = — 6*-»-e, p = — c« — e, p = — c*-4-Ê, p = <», 
L. — Traité d'Analyse, lU ai 
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e désignant une quantité très petite, mais positive ; la fonc- 

o*»! "V^ %^ 

lion -j r -^ h "1 I prend les signes respectifs 



Il y a donc une racine entre — a^ et — 6*, une entre — b^ et 
— c***, une entre — c^ et-|-oo ; appelant X, jjl, v ces racines, 
on a, pour les équations des trois surfaces réelles pas- 
sant en Xj y y z^ 



('-*) 



T^ 


1 




-T- 


Z^ 




— 


I, 


a*-f-X 


C«-h 


X 


x^ 


-+- 




-h 


z^ 




— 


I, 


a* -r- ;x 


C«-i- 


[A 


ar» 


-+• 




-h 


z^ 




— 


«, 


a*-i- V 


C»-r- 


V 



et, en supposant 

-a«<X<-6»<fi<-c«<v, 

la première surface sera un hyperboloïde à deux, nappes, la 
seconde un hyperboloïde à une nappe et la troisième un ellip- 
soïde. 

3" X, u, V étant donnés, on peut se proposer de calculer 

A cet effet, observons que X, [x, v sont racines de Féqua- 
lion (i), qu'on peut écrire 

u ~^ u ~\~ b^ — a* " u -\~ c^ — a- ' 

en posant p =^ u — a-; cette équation elle-même prend la 
forme entière 

x^{u^ ^2 — a2)(w-i-c2 — a2)-4-. , . — u{u -h b^ — a^)(u -\- c'— aî) = o. 

Le produit des racines est X'{b^ — a^)(c^ — a-); or les 
racines sont A + a-, ;jl -f- a^, v -f- a^ : on a donc 
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on 



(3) 



4* i^J sur/aces homo/ocales (j2)se coupent à angle droit y 
^M-à-dire que leurs plans tangents, ou leurs normales 
^x points communs^ se coupent ainsi. 

En effet, si l'on retranche, par exemple, l'une de l'autre les 
formules (2), on a 



a* -T- X «* — :a 



-f- . . . — o ; 



comme 



ar«(ji — X) 



x« 



00 peut écrire l'équation précédente ainsi 



a* -f- X a* — jx ^î __ >. 6* — |ji c* — X c* -r- fi 
ce qui exprime que les directions 



= 0, 



et 



a'->.' 


b^ X' 


c*-X 


j: 


r 


m0 


a* — a ' 


6» - .JL ' 


C*-r- IX 



des normales aux surfaces (2) en x,^, 2 sont rectangulaires; 
donc, etc. c. q. f. d. 



XXXVm. — PoinU corraspondanU. 

On 2ii^ipe\\e points correspondants, sur deux surfaces homo- 
focales de même famille et de même espèce, deux points 
sitaés sur une même courbe du quatrième ordre, intersection 
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de deux surfaces homofocalesi orthogonales è celles- 
d'espèce différente. 

Ainsi| deux points correspondants sur deux ellipse 
homofocaux sont deux points situés sur la courbe d'ir 
section de deux hyperboloïdes homofocaux à ces ellipso/^ 
Tun è une, Tautre à deux nappes. Les points corresponde 
jouissent de propriétés curieuses qui ont été utilisées 
Mécanique et c'est pour cette raison que nous les ferons ( 
nattre. 

D'abord faisons varier v dans les équations (3) en hm 
et |A égaux à des constantes. On voit que, si x'jj'j s! désigi 
les valeurs que prennent x, j^j z quand on y remplace v pa 
on a 

5^ " v'-f a»' 3?i - v'-f-6»' ji-ïr^ryiî 

donc les coordonnées de même nom de deux points cor 
pondants sont entre elles comme les <ixes qui leur 
parallèles. 

En posantp=-h^^-;r;-^et non -y/^-r^j^, ... 

fera correspondre sans ambiguïté un point d^un ellipsoi 
un autre point et à un seul de Pautre ellipsoïde : c'est ce 
nous ferons à Tavenir. 

Théorème I. — La différence des carrés des disto 
des deux points correspondants au centre est constani 

En effet, d'après les formules (3), on a 
• • • /^. ,• f\ v^ (X -+-ûr»)([x-4- a«)(v — 



a(v - v') y ^ 

(y >/)y ^' 
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^^s coefficients de X[x, \ [jl, sodI identiquement nuls, celui 
^u dernier terme est égal à un : donc la différence en question 
csiv — ■/. c. Q. F. D. 

TéoRÈME II. — Soient M et N deux points, M' et N' leurs 

correspondants ; on a 

MN'=NM'; 

en effet, soient j:, y^ z les coordonnées de M; x', j^, z! celles 
de son correspondant M'; X|,ji, r, celles de N, et x\^y\^ z\ 
celles de N', on aura 



or 

fi 

donc 



1=4 Azi^, 



On trouve de même 
donc 



tfais, en vertu des équations 

jr* y* ^î 



= I 



V -T- a* * V -r- 6* V -i- c* ' 



n a 



MN' — NiM' =o ou MN=NM'. 

c. Q. F. D. 

XXXIX. — Théorème de Gliasles. 

Lorsqu'un cône est circonscrit à une surface du second 
rdrCj ses axes sont dirigés suivant les normales aux sur- 
aces homofocales passant par son sommet. 
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Supposons que a, 6, c soient les demi-axes de la sorftce 
en question ; si Ton pose 



„ jp« y« *« 



Téquation du c6ne circonscrit ajant son sommet en x^ y) * 
sera 



OU 

Les directions principales de ce c6ne sont données par h 
formule 

(il _ îî\ ay Q MX 
v; «^ = :: =...; 

remplaçons a, B, v par -- — r^ , rï^T> -r~-T> où X, u, v sonl 

les quantités qui, égalées à des constantes, fournissent les 
surfaces homofocales passant en x^y^ z; nous aurons 

H a?*\ a? ^ y xz z 



/H __^\ 



g_. , a«-f-X a«6« 6«-+-X a»c«c«-4-X 



a? 



a» 
or on a 

XX y y ^ 



_ i/ar« x^ j« j^« ^« 3^ \ H 

"xU* a«-f-X"^^* ^t^X"^c« c«-hX/~ ). 

L^équation qui précède devient alors 

X ]1_5 H 

a«-*-X a« «* ^ _ 

o — — — — — ^— ^— — — — — , , , 

X 

a«H-X 
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s li_ 

O •— ~~~ "r~ — • « • • 
A 

PS équations (i), aux coefGcients directeurs des axes, sont 
>nc satisfaites quand on y suppose les coefficients égaux aux 
'efficients directeurs des normales aux surfaces homofocales 
ssaot par le sommet du cône. 

Remarque. — L'équation du cône rapporté à ses axes est 

x^ r' z* 

-— -h - - -T = O. 



XL. — Paraboloîdes homofocanz. 



.es focales du paraboloïde 



x^ y* 

h ï^ = 2-5 

P 7 

t 

p — q p — q 

rs du paraboloïde 

p-k- h q -r-h 



X* 

— iz -h(q -T- h) — h=rzOf 



ip-h)-(q-^h) 



p-q 

S paraboloîdes 

X* 



— 2-5 -!- ^ =0, 



• yî 
— -^ — r = 2-5 -h A 



p -h h q -\- h 

donc homofocaux : 
Les coordonnées des foyers des sections principales 



s les sur/aces considérées. 



jz = -tz=^; ces foyers sont donc les mêmes pour 
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2** Par chaque point réel de l'espace passent trois 
paraboloïdes de la Jamille (i), deux elliptiques inverse- 
ment semblables et un hyperbolique. 

En eflTety si Ton se donne j?, y^ Zy Téquation (i) sera du 
troisième degré en A, et si Ton fait, en supposant p> q tii 
posilif et inCniment petit, 

/i = — 00 , A = — p — e, A = — />-+-ei h = — q — e, 
la quantité 



h -¥-p h-hq 

prendra les signes respectifs 



H-,^^^ 25-A 



il y a donc une racine de (i) entre — oo et — />, une autre 
entre — /> et — 7, et nécessairement une troisième entre q et 
+ 00 . Soient X, [x, v ces trois racines; les équations des para- 
boloïdes homofocaux passant en Xjy, z seront 



W 



x^ 
/> -h X 

x^ 


H î^— r- — 25-f- X, 

7 -^ X 

H * — 25 -f- a, 

7-+-IX 

H ~ = 2 5-+- v; 

7 -h V 


p-\-\L 
X^ 


/? -+- V 



la première cl la dernière représentent des paraboloïdes ellip- 
tiques, la seconde un paraboloïdc hyperbolique. 

3^ )., ;jL, V étant donnés, on peut se proposer de calculer 

On y parviendra comme il suit : on éliminera d'abord z par 
soustraction et l'on aura 

-\- r-- = — I, 



(/?-+- A )(/?-f-|x) (y_i-X)(7-4- jx) 

(/>-+- X)(/> -H V) "^ (7-+-X)(7 4-v) 



= — i; 



■«riMiMEWT FimT* i»r :^ oemi i»a1ï> I i:«r«ri:. ii>û 



considérant &kirs 



7> — * 



fi -^ 



^ - 



c — # 



rîimiDf iDrrixicurs. on 



i 






y — # 


/ — t 


7 — • 


y-; . 




c — • 



9— ' 



- ? 



%. 



4* Les paraboloîdes homofz^caujc i *f c'vpcnt à an fit 

Poar le démontrer, il suffit de retrancher membre à 
ibre deax des formules i ^ >: on aura 



1 = 



(/>-HA)(y>— un 



— I = O. 



? — ' ■? — :■*■ 



<pii exprime bien que les deux directions 



r> r> — If 

P -r- A. q — A 

X Y 

J —'■ — J — I, 

p-r-lL ^ — 11 



qui sont celles de deux normales aux surfaces homofooalo^« 
sont rectangulaires. 

On peut considérer, sur deux paraboloïdes homofocnuv, 
des points correspondants; leurs propriétés sont analogues 
ft celles des points correspondants sur deux ellipsoïdes lionio- 
focaux. 

XLI. — Des coordonnées tangentielles. 
Si l'on considère le plan représenté par l'équation 



(I) 



a?5-f-j'7i4-;5Ç = i, 



I I I 



et dont les coordonnées à Torigine sont >> i y; cv. pliin nmi 

parfaitement déterminé quand on se donnera ;, r,y s ' '*» <■ 
donné à ces quantités le nom de coordonnées langcnlicllcs 
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du plan. Lorsque Ton établit, entre les coordoimées de 
plan, une relation telle que 

(2) /(?, T„0 = 0, 

Téquation (i) devient celle d'une famille de plans quiei 
loppent une surface. L'équation (-a) est dite Véqualion 
gentielle de celte surface; ç, r,, Ç seront alors les coon 
nées tangenlielles d'un plan tangent de cette surface. 

Lquatioms du premier degré. — Toute équation 
gentielle du premier degré représente un point , et, . 
proquement, tout point peut être représenté par 
équation du premier degré. 

En effet, une équation du premier degré entre i, t,, IJ 
met de calculer Çen fonction linéaire de Ç et de t, \ en po 
cette valeur dans (i), cette équation contiendra deux 
mètres variables au premier degré ; elle représentera don 
série de plans passant par un point fixe et qui, par : 
envclo[)peront un point fixe. Les coordonnées ordinair 
point rej)résenté par l'équation 

a\- - br^-- cX, = d 

s'obtiendront en égalant à z(to les coefficients de tl, d 
cl le lenne indépendant de Téquation 



d -bri — cX^ 



ce qui donne 



x y z i 
a b c li 



Réciproquement, si les coordonnées d'un point sont r/ 
son équation langentielle sera la relation qui doit exister 
i, y;, JJ pour que le plan (i) passe par ce point, ou 

a; -\- 67) -H cÇ = I. 
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Uftemarquons, en passant, que le plan dont les coordonnées 
Bigentielles sont nulles est à Tinfini, et que le plan dont le £ 
pal est nul est parallèle à Taxe des x. Le plan dont le Ç et 
b| sont nuls est parallèle au plan des xj', 
^ Une équation du premier degré entre Ç, vi, Ç ne contenant 
"^" de terme indépendant représente un point à l'infini . Une 
liion dans laquelle il n'entre que ^ et r\ représente un 
t situé sur l'axe des z. Une équation qui ne contient 
||M i représente un point situé dans le plan des yz. Enfin 
Ij^BSt. = o représente, comme cas limite, l'origine. 

(Équations du second degré. — Une équation du second 
tgréj en coordonnées tangentielles, représente une sur- 
du second ordre, et, réciproquement, les surfaces du 
)nd ordre sont représentées, en coordonnées tangen- 
\y par des équations du second degré. 





V 



En eflet, pour avoir, en coordonnées ordinaires, l'équation 
la surface représentée, en coordonnées tangentielles, par 



/(?, Ti, î) = o, 
01 faut éliminer 5, tj, Ç entre cette équation, l'équation (i) et 

DU bien entre les équations 

Pour faire cette élimination, on rend les formules homogènes 
par rintroduction de deux variables t et t, et l'on égale la 

suite des rapports - 4l^ — i:^ " 4r^ ^^ paramètre p ; on est 



( 
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alors conduit à éliminer i, t., 2^, p entre 

dj àf df 

et celle-ci, que Ton en conclut par le théorème des fonc 
homogènes appliqué à la fonction y, 

àf 

Quand la fonction /est du second degré, les équation: 
cédentcs sont linéaires, et le résultat, facile à obtenir^ 
second degré; mais, quand/ est de degré supérieur, la 
tante est, en général, de degré supérieur à celui de la 
tion/. Si Ton a 

-4- aa„ Jt^ -4- aa,i Jî -+- aa^î^ 
-f- aajjTjÇ -h aoivTiT -4- 2a,* Çt, 

ré(|iiation de renvcloppe sera 



«11 


«U 


«13 


«U 


X 


«il 


«55 


«53 


«5V 


y 


«31 


«35 


«33 


«31 


■** 


«41 


«iî 


«i3 


«U 




X 


X 


<«r 


I 


o 



= 0. 



Réciproquement, élanl donnée Téqualion du second 
en coordonnées ordinaires 

A,,ar2 — A„7* -^ A33 ^2 -^ A;;/* -h aA,jj-r -i- 2 AuT^ 

-f- l\ii,Xt -r~ 2Aj3^'-3 -H 2Ajv^7 -r- ^Aj^;:/ r 

pour obtenir récjualion langenlielle correspondante, 
exprimer que le plan représenté par 



^;-+-J^i -i--; = i 
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tangent, ce qui donne, comme on Ta vu, 



Au 


An 


A„ 


Au 


ç 


A„ 


A„ 


A„ 


A„ 


^i 


A„ 


A„ 


A„ 


A,* 


r 


A„ 


Avt 


Au 


An 


— I 


l 


^ 


ç 


— 1 


o 



= o, 



iule analogue à celle que l'on a trouvée tout à Theure pour 
ttion du problème inverse. 



XLn. — Quelques problèmes sur la droite et le plan, 

surfaces déreloppables. 

il y a des surfaces qui ne peuvent pas être représentées par 
éqnatîon tangentielle : ce sont les surfaces développables, 
te que leur plan enveloppe ne doit contenir qu'un seul 
lètre variable; il faudra donc, pour définir une surface 
reloppable, deux équations. Réciproquement, deux équa- 
ms entre des coordonnées tangentielles représenteront 
'enveloppe du plan 



[•) 



^î-<-7^-^Ç'« = «i 



is Téquation duquel il ne restera plus qu'un seul para- 
lètre variable; ce sera donc une surface dévcloppable. 
Biais considérons les deux équations 



[a) 
M) 



?(?» Tr„ = o, 
'K^T'i, = 



[d'une dévcloppable; chacune d'elles représente une enve- 

rloppe. Si l'on considère les coordonnées ^, t), 2^ d'un plan 

satisfaisant aux équations (2), (3), ce plan sera tangent à (2) 

et à (3), mais il lésera aussi à la dévcloppable (2), (3); cette 

développable est donc circonscrite aux surfaces (2), (3). 

Ainsi deux équations ne représentent pas une courbe, mais 
bien une surface développable. Toutefois, on pourra consi- 
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dérer aussi une courbe comme représentée par les équatioi 
de la surface développable, Heu de ses tangentes. 

Deux équations du premier degré représentent Tenvelopi 
d*un plan qui ne contient qu'un paramètre variable au pi 
niier degré et, par suite, représentent une ligne droite par 
laquelle passent tous les plans en question et qui est leur en-^ 
veloppe. 

Si Ton considère trois équations en coordonnées tangen— J 
tielles, leurs solutions communes seront les coordonnées 
d'un plan qui les touchera toutes les trois. Trois équations] 
du premier degré détermineront donc un plan passant par! 
les trois points représentés par ces équations. 

Problème. — Tromper V équation des points situés sur iMj 
plan donné, 

L^équation générale du point est 

Si Ton désigne par Ç', r/, JJ' les coordonnées du plan, on expri- 
mera (|u^il passe par le point donné, en écrivant que ce plan 
dont 1 r(j lia lion est 

i 

eontieril le point dont les coordonnées sont ->, ., --., ce qui j 
* d (i a ^ \ 

ci on ne 

r/;'-- />t/ •- cj' -■- ci. 

\\ suifil, (N:)ninie on voit, d'exprimer que les coordonnées du 
plan satisfont à réquntion du point. 

Pu s (;i':m':kvli;mi:.\t : Pour exprimer quune surface 

touche un plan ;\ r/, T, il suffit d'exprimer que l'on a 

car les solutions de ( i) sont, par définition, les coordonnées 
de ses [)lans tangents. 
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lor résoudre un problème quelconque de coordonnées 
itielles^ on peut, quand on ne veut pas procéder direc- 
it, avoir recours aux coordonnées cartésiennes et trans- 
ies formules trouvées en coordonnées tangentielles. 

ftposons-nous de résoudre la question suivante : 

OBL£>fE II. — Trouver la distance d'un plan [^yri\ XJ) 

point 

a| -^ 67J -4- cÇ = d, 

^Xt'équalioD du plan est 

coordonnées du point sont — -i> — ^> — -3; la solution 
liemaiiciée est donc 

le premier membre de Téquation d'un point est donc, à un 
jkicleur près, la distance du plan (^, r,, t) au point. 



ME III. — Trouver V équation de la sphère ayant 
mn centre à V origine, 

. Cette sphère est Fenveloppe d*un plan situé à la distance R 
îe Torigine ; il faut donc exprimer que le plan 

kst à la distance R de Porigine : Téquation de la sphère est 
lonc 

R= . ' 



00 bien 

CD posant pour la symélrie p = j^* 

Ces quelques exemples suffisent pour montrer comment on 
saborderait les autres questions que Ton résout, dans les élé- 
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ments de Géométrie analytique, avec les coordonnées 01 



naires. 



XLm. — Recherche des points de contact des soifacei 

avec lenr plan tangent. 

Supposons d^abord qu'il s'agisse d'une surface dévelo] 
pable donnée par les équations 

çCS»"^» = 0, 4'(5, Ti, î) = o; 

considérons deux plans tangents infiniment voisins ;, t,, 
et Ç -h d^f T^ -h dr^, Ç -|- rfJJ; ils se coupent suivant une géi 
ratrice ; les équations de cette génératrice sont de la for 

dl dri dX.'' 

et Ton verrait qu'on peut aussi les mettre sous la forme 

(0 (S-Ç)|+(H-r0gH-(Z-og=o, 

0^ ur^ O^ 

Si l'on considère alors uniquement la surface C5 r=r o, en 
sanl varier la forme de la fonction ^, toutes les droite* 
(?.) passeront par le point fixe (i); or ces droites sont desj 
ralrices des dcveloppables circonscrites à (f = o. Elles pa 
toutes par le point de contact correspondant au plan i, 
donc (i) est précisément Téquation du point de conta 
plan i, Tj, J^ avec la surface '^ = o. 

On arrive au même résultat en cherchant rinlerscclic 
plans i, T., j;, \ -\- h, r, 4- /,-, j; 4- / et S + //', r. -\- k\ l 
En rendant Téquation îp =r o homogène, l'équation (i) p 
être remplacée par 

_^ d'^ d^ f)cp do 

c/; âri ôi:, (h 
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appelle classe d'une surface le nombre de plans tangents 
l'on peut lui mener par une droite donnée. Il est facile de 
MF que la classe d'une sur/ace est égale au degré de son 
fuation tangentielle. 
£n efTet, soient 



(B) 



a{ -+- ÔTj -f- cÇ H- rf = o, 
b'ii -f- c' Ç; H- ûT = o 



a'\ 



Jes équations d'une droite et 

(S) /(?, TQ, ï) = o 

Inéquation tangentielle de la surface. Les solutions communes 
i; ft ces trois équations seront les coordonnées des plans tangents 
i la surface enveloppant la droite D ou passant par cette 
droite; le nombre de ces solutions est égal au degré de/. 

C. Q. F.« D. 

Une surface de classe m est de degré m{m — i)^, et une 
surface cT ordre m est de classe m{m — i)^. 

En effet, si l'on cherche en combien de points la surface S 
coupe la droite (D), il faudra exprimer que le point de con- 
tact du plan ($, 71, Ç) 



(P) 



d(^ &t^ dX, &z 



situé sur la droite (D), ou, ce qui revient au même, que 
deux plans io> "^io? î^o» "^o et Çi , 7)4 , Çj, T4 passant par cette droite 
passent aussi par le point (P), ce qui donne les deux équa- 
tions 

^ àf àf ^ df àf 

> àf àf ^ df àf 

Ces équations, jointes à (1), font connaître les plans tan- 
gents : ils sont bien au nombre de m(m — 1)^ ; l'autre partie 
de la démonstration a déjà été donnée plus haut. Nous nous 
L. — Traité d'Analyse^ II. a 2 
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trouvons ici en face d'un paradoxe déjà rencontré et expliquéi 
en Géométrie plane. 

On appelle classe d'une courbe ou de la développable à 
laquelle elle sert d'arête de rebroussement le nombre de 
plans tangents que l'on peut mener à cette développable parj 
un point donné. 

La développable qui a pour équations 



(I) 



?(5, T^. î)^0, 4/(5, TJ, î) = 0. 



la première du degré m, la seconde du degré /i, est circon- 
scrite aux surfaces ç = o, <}; = o; sa classe est nin. En effet, 
considérons un point 



(^) 



a\-\-br^ -^cÇ — rf = o; 



le plan tangent à la développable qui passe par ce point satis- . 
fait aux équations (i) et (2) qui sont des degrés m, n, i; il en 
résulte que le nombre des plans tangents cherchés est bien 
mn^ comme nous l'avions annoncé. 



XLIV. — Des coordonnées tétraédriqnes. 



Soit, en coordonnées lélraédriqucs ordinaires, 

(I) x\ \-yr, -\- zX,-\- t-z^-o 

l'équalion d'un plan ; si Ton écrit entre les variables 5, r^, T, 
une relation homogène 



{'>•) 



A;, ^1» Ç, -:) = 0, 



ce plan enveloppera une surface. Pour trouver Téqualion 
de celle surface, il faudra, conformément aux règles établies 
plus haut, écrire les équations (i) et 



X y 




y - 


0\ àr, 


—0, 


à/ à/ 



= o. 
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i^îminer entre elles Ç, r,, Ç, t; ces équations peuvent s'écrire 

tMiar efTectuer rélimination, on égalera ces rapports à une 
idéterminée p, que Ton éliminera également. 

Au contraire, si l'on donnait en coordonnées tétraédriques 
ftquation d'une surface 

/(^i7» ^1 = 0» 

■1 exprimerait que le plan (i) lui est tangent en éliminant 
R,^, 5, t entre cette équation (i) et les équations suivantes 

I ^ = 1 ^/; = i 1^ = I ^, 
^ dx "^ ày H^ dz z àt 

Hisi qu'on l'a vu plus haut, ce qui établit immédiatement 
■k grande analogie entre les deux problèmes. 

L'équalîon (2 ) pourra donc être regardée comme une équa- 
Son, en coordonnées tétraédriques tangentielles, de la sur- 
Itice enveloppe du plan (i). Nous ne recommencerons pas ici 
|toe théorie déjà faite à propos des coordonnées ordinaires ; 
s nous bornerons à énoncer quelques propositions : 



V équation tangentielle d^une surface s^ obtient en expri- 
Wiont que le plan (i) est tangent à la surface. 

Ainsi Téquation tangentielle de la surface ^^\ijXiXjr=. o, 
pi j:« = :r, x^ =y, ^3 = z,x^ = t, est 



An A|j A18 Au I 

Aji A„ A,8 Ai4 7) 

Aai Ajj A38 A34 Ç 

Avi A41 A4J A44 T 



= 0. 



fekn contraire, l'équation tétraédrique ordinaire de la surface 
■Hveloppe 2a/y$/$y= o s'obtiendrait en remplaçant dans le 
ptterminant précédent A par a et \, r^, 2^, t par x^ y, z^ t. 
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fMtix ^.q nations simultanées représentant une iur 

déi' e ioppahie , 

L ne équation du premier desrré représente un poim 
Deux équations du premier desré repr-^senum 

droite, «tc. 

On p«»nt donner one înterpn*Utioa ir*îoniétri»pe a 
âimple des nouvelles variables i. t. T. r. 

Observons loiit d'ahord r^ue. si rêqaatioa d'an poinl 

a; — hr^ — c* — dz = o. 

ses coordonnées tétraédriqaes ordinaires s'obliendn» 

portant la valeor de t tirée de là dans Téquation i . ce 

donne 

;. ^£ — dx ' — T ht — dv — ^ et — dz — o: 

en égalant à zéro les coefficients de i. t^, ^^ on a 

T Y z t 
a b c d 

Ainsi, dans Féquation tan^entielle du point, les c*>efËicî 
sonl proportionnels à ses coordonnées ti^traédri«:jues. de m 
que (lan^ l'équation du plan ses coefficients sont proport 
nels à ses coordonnées tangentielles tétraédriques. 

Suppo-îOns que les faces du tétraèdre de rr fcrence « 
re:*pectivem^*nt pour équations 

y = 2^ \ — "ivY — Yv^ — % " o- 

Z — 2; \ "i; Y Yr ^ ^- — '^' 

/ = 2/X — ,3^Y— 7,Z — r.t = o: 
le plan m » aura pour équation, en coordonnées ordina 

Posons 
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signons enfin par V le volume du tétraèdre de référence et 
r €Zy 6, c, d ses faces; ses hauteurs seront 

^ X. X. }L 

3a 36 3c 3^' 

î seront les x^ y^zelt des sommets. Ceci posé, la distance 
1 sommet ^ = o, -3 = o, ^ = o au plan (i) sera donnée par 
formule 

S distances py^ pz, pt des autres sommets au même plan 
aront données par les formules 

__VTi _VÇ __Vt 

D lire de là 

J : apx = yi : bpy = Hi : cpz = 'z : dpt, 

ies coordonnées Ç, r^, !^, t sont donc proportionnelles aux 
fistances du plan (i) aux sommets du tétraèdre et aux faces 
|ece tétraèdre; en sorte que, si l'on considérait le plan 

1) ap^x -+■ hpyy ^cpzz-h dpt t — o, 

'' Pr^ P^y P^ seraient les distances de ce plan aux sommets 
tétraèdre de référence et l'équation tangentielle 

^< Px, Py, Pzi Pt) = o 

lit une relation entre les distances aux sommets du triangle 
référence d'une tangente à la surface qu'elle représente. 



XLT. — Remarques m sujet des coordoimées tangeotielles. 

Noos ferons une remarque sur les coordonnées tangentiellen 
lins l'espace : les coordonnées d'an point et d'un plan sont 
fes variables coniragrédienles. Il en résulte que, le* k^m- 
naos ordinaires et tangentielles d'une surface étant /= o el 
f=r Oyfet 9 sont des conlrevariants. 
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Si/ est du second degré, f sera son adjointe ; car la sub 
tution linéaire effectuée sur/, telle que 

Idf ^_làf r^^àf ^^iàf. 

fournit précisément la fonction f . 

Il est facile de voir que l'équation tangentielle d'une si 

face représente, en coordonnées ordinaires, la transformée] 

polaires réciproques de cette surface par rapport à la sph 

imaginaire 

a:* -h j'* -f- -5' -*-/*= o. 

Les coordonnées du pôle du plan tangent 

dx dy dz dt 

sont données par ces formules 

^' dx~^' dy "" dz ' dt' 

obtenues en identifiant Péquation du plan tangent ave 
plan polaire de Ç, v;, Ç, t par rapport à la sphère, soit 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Circonscrire à une sphère un conoïde d'axe donné et trouv 
projection de la courbe de contact sur le plan directeur du com 
Etudier spécialement le cas où le conoïde est droit. 

2. Circonscrire à une surface du second degré une surfaci 
révolution d'axe donné; monlrer que la courbe de contact est 
biquadralique gauche (ou une de ses variétés). 

3. Montrer que toute courbe gauche du troisième degré peut 
représentée par des équations de la forme 

. . u V iv 

(0 .r^y-, J=g, ^=-g-, 

u, Vj it', désignant des polynômes du troisième degré en t. 
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* Trouver réquation de la développable, lieu des tangentes à cette 
coorbe. 

Réciproquement, les équations (i) représentent une courbe gauche 
da troisième ordre. Une telle courbe peut toujours être placée sur 
deniL surfaces du second degré ayant une génératrice commune. 

4. Trouver la surface qui, par rapport à un point donné, admet 
^moar podaire une surface donnée S (cas où S est un plan, une 
xc). 



l 



5. F(xi, St, Sz, ...) = o étant l'équation d'une surface, ^i, s^, ... 
ig^ant les premiers membres d'équations de sphères, mener le plan 
à cette surface. 



6. On fait tourner la courbe ^ = o, a? = sin^ autour de l'axe des 

ji; elle engendre une surface de révolution R. Prouver que, si l'on 

éclaire cette surface R par des rayons lumineux parallèles et à 4^** 

sur Taxe des z, l'ombre propre se projettera sur le plan des xy sui- 

^ vaut deux cercles. L'ombre portée sur le plan des xy est une cycloïde. 

(DUNESME.) 

^7. Si l'on considère la surface de révolution engendrée par une 
conique située dans le plan des zx ayant ses axes parallèles à l'axe des 
jr et à l'axe des z^ tournant autour de Taxe des Zj celte surface, éclai- 
rée par des rayons parallèles, aura pour courbe d'ombre propre une 
ligne qui, projetée sur le plan des xy, fournira une conchoïde de 
conique. — Trouver la courbe d'ombre portée sur le plan horizontal. 

(DUNESME.) 

8. La surface 

x*-i-y^-r-z^ — 3 xyz — a' 

de révolution, trouver et étudier le méridien. 

9. Trouver la condition pour que l'équation générale du troisième 
degré rendue homogène représente un cône. 

10. Toute surface de révolution touchée par un cône ou un cylindre 
•oivant une courbe plane est du second degré. (De la Gournerie, 
Jourruil de VÉcole Polytechnique; i858.) 

il. Trouver l'équation de l'enveloppe d'une sphère de rayon con- 
stant dont le centre décrit une hélice. (L'hélice a pour équations 
x= a cosç, j^ = asin^, ^ = 6cp; a, b désignant des constantes et '^ 
«n paramètre variable.) La surface en question est la vis Saint- 
Giiles- Trouver la courbe d'ombre propre ou d'ombre portée de la 
▼is Saint-Gilles sur l'un des plans de coordonnées. 
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12. Trouver l'enveloppe d'un plan mobile qui détache dans 
trièdre trirectangle un tétraèdre de volume constant. 

13. Trouver l'enveloppe (imaginaire) d'une série de surfaces 
second degré homofocales. 

14. Trouver l'enveloppe d'une série d'ellipsoïdes ayant même ceni 
même direction d'axes et même volume. 

15. Par un point de l'espace, on mène des plans parallèles aai^ 
plans tangents du cône asymptote d'une surface du second ordre; cei] 
plans coupent la surface suivant des paraboles ; ces paraboles onu] 
elles une enveloppe? 

16. Quelle est l'équation générale des surfaces développables àw- 
troisième degré. 

17. L'arête de rebroussement d'une surface développable étant dfrj 
degré m, quel est le degré de cette surface? 

18. L'équation de la développable circonscrite à deux surfaces dt 
second ordre a été discutée avec soin par M. Pain\'in (voir sot 
Traité lithographie de Géométrie analytique). 

19. La transformée par rayons vecteurs réciproques d'une surface 
de révolution est aussi la transformée par rayons vecteur? réci- 
proques d'un cône. 

20. Soient/», (/, r, ... les normales communes à un plan mobile 
et à des surfaces fixes P, Q, R, Si Ton pose 

/(/?, q, r, ...) r=o, 

ce plan enveloppera une surface; pour avoir le point où ce plan 
touche son enveloppe, il suffit de chercher le centre de pravilé de 

masses-—, -•-, . • . placées aux pieds des normales/?, q, r, ... sur 

le plan mobile. 

21. Trouver le plus court chemin d'une courbe à une autre, d'une 
surface à une autre, ou d'une courbe à une surface. 

22. Trouver le plus court chemin d'un point à un autre en rencon- 
trant des courbes ou des surfaces données. 

23. Etant données plusieurs surfaces, on demande de trouver un 
point tel que la somme des carrés de ses distances normales aux sur- 
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ihees soit un minimum (ce point est le centre de gravité des pieds 
JBcs normales que Ton peut mener par ces points aux. surfaces). 

M. Le nombre de normales que l'on peut mener d'un point à une 
de degré m est /n*(2/w — i). 



S5. Le nombre de plans normaux que l'on peut mener d'un point 
A une courbe d'ordre m est m* {^m — i). 
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CHAPITRE V. 

QUESTIONS QDI DÉPENDENT D'INFINIMENT 
^^^^» D'ORDBE SDPÉRIEUR. 


mn 



La dënnilion (jiic nous avons donnée de la longuem 
arc de courbe, en G^om^lrie plane, s'applique ans co 
gaii<;bes; iiinsi la longui^ur d'un arc de courbe gauche 
limite vers laquelle lend le polygooc inscrit dont les 
deviennent de plus en plus petits, leur nombre cro 
iDdéfinimeiii. 

Soient x, y, i les coordonnées rectangalaires d'un 
quelconque de l'arc en question; la longueur L d'un pol 
inscrit peut être représentée par l'expression 



L=.2>^<'^)'-^(A>-)* + (i'>' 



ou encore 



^=2-(/-(Ër-(Ë)' 

y et z' désignant les dérivées àe y et s, et e désigna 
infiniment petit. Si l'on construit alors la courbe plam 
l'abscisse est x et l'ordonnée 
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Paire de cette courbe sera la limite de 

et cette limite existe; la limite de^e Ajp est nulle, car c'est 
Taire d'une courbe dont l'ordonnée est e, et, par suite, 

limL = lim ^ Ax v/i -+-y* -r- -s'*. 

Nous désignerons par s la limite de L, c'est-à-dire, par défi- 
nition, la longueur de l'arc. La diflerentielle de l'arc, ou ds^ 
sera la différentielle de l'aire de notre courbe auxiliaire, dif- 
férentielle égale à son ordonnée multipliée paivdx; on aura 
donc 

>u, en élevant au carré, 

iette expression de la différentielle de l'arc la fait entrer 
tilement dans diverses formules : ainsi, par exemple, les 
>sinus des angles que la tangente à une courbe fait avec les 
les sont proportionnels à dx^ dvy dz et, par suite, égaux à 

dx dv dz 



^cLr^-^dy^-^dz* y/dx'^-^dy^-^dz'*^ yj dx^ ^ dy^ -\- dz'^ 

est-à-dire à , > -^y -/; ainsi rfjc, dy^ dz sont les projec- 

)ns de la longueur ds portée sur la tangente et non pas, 
•mnie on dit quelquefois, les projections de la corde joi- 
lant deux points voisins. 

IL — Dn plan oscnlatenr. 

Par un point d'une courbe, on peut mener une infinité de 
ans touchant cette courbe, c'est-à-dire passant par deux 
»iiits infiniment voisins, mais il en est un parmi eux qui 
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« 

doit surtout attirer noire attention, c'est celui qui passe p 
trois points infiniment voisins; on lui a donné le nom m 
plan osculateur. 

Ainsi, le plan osculateur d^une courbe &k un point est 
limite du plan qui passe par ce point et deux autres poin 
de la courbe venant se confondre ayec le premier. 

Pour trouver Téquation du plan osculateur d*une courl 
au point x^ y^ js, on remarquera que, le plan devant pass 
par le point x^y^z^ son équation sera de la forme 

(I) A(X-ar)-4-B(Y— j^)-+*C{Z--0=:o, 

A, B, C désignant des coefficients à déterminer. Exprime» 
qu'il passe aussi par les points à + Ikx^ jr + Ly^ js + As 

ar-f-aAoî + A*^, ^-HaAy-f-A*^, js-h aAs-h A**, infijc 
ment voisins du premier; nous aurons 

* 

KtkX -h B^ -^ GAjf = o, 
A(a A« H- A*a?) h- B(aÀ^ -h L^y) h- G(aÀjK -1- à*«) = 0; 

la dernière formule peut être remplacée par 

A A*a? -4- B A«7 -h C A*5 = o 

et, si alors on passe aux limites (t. I, p. 101), on aurapc^ 
déterminer A, B, C les équations 

(a) Actr-h Erf^'-h CÉ?4f = 0, 

(3) Arf«j:-hBrf«^-^Crf*^ = o. 

Si, entre les équations (2), (3) et l'équation (i), on élimi 
A, B, G, on aura l'équation du plan osculateur 

X-x Y— 7 Z — s 

dx dy dz =0 

d^x d^y d^z 



OU 



(X — x)(dy d*z — d^y dz)-i-{\ —y)(dz d^x — d^z dx) 

-+-(Z — z){dxd*y — d*xdy) = o. 

Le plan osculateur d'une courbe, au point M de ce é 
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courbe y est un plan passant en M et situé à une distance 
€it£ point M' infiniment voisin de M pris sur la courbe, 
qui est infiniment petite du troisième ordre. 

En effet, la distance du point x 4- Aj:, y + A/, z -\- Hz ?l\x 
plan représenté parTéquation (i) est 

A Aar -H B A^ -H C A^ 
}/t\} -H B« -r- G* 

Si Fon veut exprimer que cette quantité est du troisième 
ordre, il faut la développer par la formule de Taylor, en 
observant que Ax = dx + *" rf^^ -t- . . . , et égaler alors à 
zéro les termes contenant les infiniment petits du premier 
et du second ordre. On a précisément ainsi les formules (2) 
et (3). Nous généraliserons plus tard cette proposition. 

Le plan osculateur est aussi la limite d^un plan passant 
par une tangente parallèlement à la tangente infiniment 
-voisine. 

En effet, Téquation d'un plan passant par le point x, y^ z 
est 

(I) A(X-ar)-i-B(Y-7)-+-C(Z-^) = o; 

s^il passe par la tangente au point x^ y, z^ on a 

A dx -r- B dy -i- C dz = o; 

s^il est parallèle à la tangente voisine, dont les coefficients 
directeurs sont dx -f- d^^x, dy -+- d^y, dz + d^Zj on a 

Xidx-i- d^x) -h B{dy -h d'^y) -h C{dz h- d^z) -= o\ 

ces équations reviennent à(i), (2)et(3): donc, etc. 

Disons enfin que le plan osculateur en x^ y, z est la 
limite d'un plan passant par trois points variables de la 
courbe venant se confondre tous trois en x, y, z. 

£n effet, exprimant que le plan 

AX -H BY -+- CZ -f- D = o 
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passe par le point 

X — Ax, y — Al-- - — Ai. j 

puis par les points { 

jT — 2Ajr — A«x. ... j 

et 

T -^ 3 Ajr-4-3 A*x — A»x 

on a 

K{\ ■ X'~ Ax)-4-BfY— 7— Ar» — CiZ — 5 — A* — D =o. 

A(X -' X — 'iAr — A^jt; — = o. 

A(X a- -3 Ajr — 3 A»x— A'jri— = o. 

Kn combinant ces équations et en négligeant des termes 

crordre supérieur, on a 

A(X --jr^-^BfY— 7) — C«.Z— 5i = o, 
A A:r -^- B Aj^ -4- C Ai = o, 
A A«u^ -i B A«j^ -+- C A»i ^ o, 

ce qui, on passant aux limites, fournit les équations 

A ( \ .r ) -I- B( Y — > -- C' Z - -c t = o. 
Kdx Wdy-' Cdz =o, 
A d'-x ' \\ d\r - Cd^z ^ o. 

li'cliininalioii (hî A, B, C entre ces équations donne réqualion 
i\iï plan osculaUMir : donc, etc. c. q. f. i>. 

Tni^ioiiKM!.. — L^ intersection de deux plans oscillateurs 
infiniment 7'oisins est une tangente à la courbe. 

En eflcl, soit 

(4) P- o 

l'équation du plan osculateur au point (x, >', 3); Féquation du 
plan osculaleur au point infiniment voisin, 

X -t- dx, y -^ dy^ z -^ dz. 
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itiendra en chaDgeant dans Téquation précédente x en 
- rfjT, y en y -\-dy^QlzeTiZ-^ dz\ cette équation sera donc 

() P — ^ =- o. 

tte équation et (4) représentent Tintersection de deux 
is osculateurs infiniment voisins. 
On peut remplacer d^ailleurs Téquation (5) par dV = o, en 
le que l'intersection cherchée peut être représentée par 
deux équations 

() A(X-ar)-hB(Y-7)C(Z-;:) = o, 

(X — X) -^dBÇi —y) -^ dC{Z — z) — i\ dx -^B dy — C é/;:) = o ; 

▼ertu de (2), cette dernière formule se réduit à 

€fA(X — ar) -H t/B(Y — 7) -T- rfC(Z — 5) = o; 
binée avec (6), elle donne 

X — X Y — y Z — z 



;) 



B rfC — C é/B - C é/A — A é/C A é/B — B ^A 

sont encore les équations de Tintersection de deux plans 
lateurs infiniment voisins; mais, en posant 

A = {^dyd>z — d>ydz)d^x 

-^{dzd^x — d*zdx)d^y -h (dx d^y — d^x dy)d^z^ 



BdC — CdB = dx.\, CdX — XdC== dy,\, 
AdB — BdX = dz.y 

formules (7) peuvent donc s'écrire, en multipliant par A, 



X — X 

dx 



dy 



Z — z 



di 



f 



sont les équations de la tangente : donc, etc. c. q. f. d. 

D résulte de là que Venveloppe des plans osculateurs 
'une courbe gauche est le lieu de ses tangentes. 
Pair suite : 

Le lieu des tangentes à une courbe gauche est une 
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n conclut de ces formules que les rapports ^ » ^ » tî ^^^^ 
nis pour 5 = 0; donc on peut écrire 

y = ax^ -T- Cl), z = bx^ -r- ù)', 5* = cy^ -^ o)', 

t, bj c désignant des constantes et (o, ta', co'^ des quantités 
afiniment petites d'ordre supérieur. 

n en résulte que, si x est assez petit, ces équations, qui 
lont celles de la projection de la courbe sur les plans coor- 
lonnés, sont sensiblement celles des courbes 

y == ax^f z — bx^j z^ — cy^. 

Ainsi, projetée : i^ sur son plan oscillateur, la courbe 
me présente aucune particularité ; 2** sur le plan normal, 
tUe présente un point de rebroussement ordinaire et 3** sur 
le plan tangent passant par la binormale, une inflexion. 

Ces résultats peuvent être généralisés : 

Supposons que Ton regarde une courbe gauche en plaçant 
rœîl sur la binormale, cette courbe ne présentera aucune par- 
tîcolarité ; si l'œil est placé sur la tangente, la courbe présente 
an point que Ton considère un rebroussement de première 
espèce; enfin, en plaçant l'œil sur la normale principale, la 
icourbe présente un point d'inflexion ; en eflet, dans le voisi- 
nge du point considéré, la perspective de la courbe se con- 
fond sensiblement avec une projection orthogonale. 



IV. — Du contact des courbes gauches. 

Deux courbes gauches passant au point M ont en ce point 
m contact d'ordre n si, considérant une sécante PP' com- 
Dime à ces deux courbes, menée dans le voisinage du point M, 
a portion PP'de sécante comprise entre les deux courbes est 
Tordre /i -H 1 par rapport aux distances MP ou MF. 

Supposer MP et MP de même ordre, c'est supposer que PF 
?est pas parallèle à la tangente en M à l'une des deux courbes. 
Taillears, en répétant les raisonnements faits en Géométrie 
L. — Traité d'Analyse, II. a 3 
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plane, on démontrerait que Tordre de PP ne dépend pas de 
f^)n orientation. 

Pour trouver les conditions du contact d*ordre n de dem;] 
courbes passant au point M. désirons par x, y^ z 
par -r,. »*|, z^ les coordonnées du point M suivant qu'on 
considérera comme appartenant à la première ou à la secom 
courbe. Les coordonnées du point P voisin de M sur la pi 
mière courbe seront x — Ax, i' -r- Ai', z -H Aj, et les o 
données du point P' voisin de M sur la seconde courbe sei 
X, — Ajt,, >', — Av,, Zx — A^,. Pour qu'il y ail con 
d'ordre M, il faudra que PP', ou ses projections Aj: — AX| 
Ar — A*',, Aw — A^i, soient d'ordre n — i au moins. (L' 
d'elles de\Ta être de l'ordre /i -r- i si Ton veut que le contad 
soit précisément d'ordre /ï. » 

Mais, pour que ces conclusions soient exactes, il faut 
la variable indépendante dont dépend la position des points 
et P soit telle que PP ne soit pas parallèle à la tangente à 
l'une des deux courbes. On pourra, par exemple*, prendre 
x = X| pour variable indépendante; les points P et P s^ob- 
tiendront alors en coupant les deux courbes par un plan 
parallèle an plan des v:;. 

Ces restrictions une fois posées, si Ton observe que, en vertu j 
de la formule de Ta\lor, \ 

' ' \ 

Ar Aj-| — dx — dxi — J \ d^T -- d*Xi > — .... ' 

Ar — Aî| — dv — dvi — i[ d-r — d-y* ) — . . . , i 

A^ — ACf -- dz — dzi — ^{d'Z — d-Zi ^ — . . . . ' 

on voit que les conditions de contact d'ordre n sont 



i 



dx — dxi — 0, 


d*x— d-Xi o, 


• • • » 


</" J" — r/« Xi — o. 


dy -- dy* -- o. 


^\y - ^-.v, - o, 


• • • > 


d»y — d'^yi — o. 


dz — dzi — o. 


d- z -- d-Zi o, 


• • • > 


d»z — dnzi =o. 



Quand on prend x = Xi pour variable indépendante, on a 
c/x ■= o, dXi = o, .... d"x =z o, d^Xi = o et les conditions 
écrites sur la première ligne sont satisfaites d'elles-mêmes : 
donc il faut 2/1 conditions pour assurer le contact d'ordre n. 
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Dans la pratique, pour exprimer que deux courbes ont un 
sontact d^ordre /i, on diOerentie les équations de Tune des 
tourbes et l'on y remplace les différentiel les de ûc^y, z par 
kes difTérentielles déduites des équations de Tautre courbe. 
D conviendra, en général, de prendre pour variable indépen- 
linte Tune des coordonnées x, y, z, ou Tare s que Ton 
■rendra le même dans les deux courbes. ( Voir les remarques 
Intes en Géométrie plane.) 

Théobème I. — Deux courbes ont un contact d'ordre n 
fuand leurs projections sur un plan quelconque ont un 
toniact d^ ordre ai, et vice versa. 

En effet, la distance PP' considérée tout à l'heure est du 
Béme ordre que sa projection, pourvu que la projection ne 
l'effectue pas sur un plan normal commun aux deux courbes. 

Théorème II. — Deux courbes ont un contact d'ordre /i, 
fuand elles sont la limite de deux courbes variables se 
dupant e/i n 4- I points confondus. 

Eln effet, leurs projections ont un contact d'ordre ai. Il va 
lans dire que deux courbes qui ont un contact du premier 
Mrdre sont tangentes; car, l'angle PMP' ayant un côté PP' du 
tecond ordre, l'angle M sera nul à la limite; puisque 

sinM __ sinP 

Pétant fini par hypothèse, MP' étant du premier ordre, M doit 
hrc nul à la limite, si PP' est du second ordre. Ainsi MP et MP' 
lut même position limite; or ces positions limites sont celles 
les tangentes aux courbes en M. 

V. — Contact des courbes et des surfaces. 

Une courbe a avec une surface un contact d'ordre n au 
^int commun M, quand une droite PP' voisine de M rencontre 
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la courbe et la surface en des points P et P, tels que PP 
d'ordre n -h i par rapport à MP. En supposant que PF 
soit à la limite ni tangent à la courbe ni tangent à la surf 
on prouve que cette déûnition est indépendante de Torie 
tion de PP'. 

Pour trouver les conditions du contact d'ordre n d' 
courbe et d'une surface, nous supposerons que Taxe des^ 
soit parallèle ni à la tangente en M à la courbe, ni aa ] 
tangent en M à la surface. Le cylindre projetant la courbe 
le plan des xy coupe la surface suivant une courbe qui > 
avoir avec la proposée un contact d'ordre /î, car la disU 
de deux points de ces courbes comptée parallèlement à 1 
des z est d'ordre /i -+- i, et réciproquement. 

Soient donc 

(i) x = o(5), 

(a) y = ^{z). 

(3) /(j:,r) = o 

les équations de la courbe, 

celle de la surface ; il suffira, pour assurer le contact d'ordi 
d'exprimer que la courbe représentée par 

F ^ o, / = o 
a un contact d'ordre n avec celle qui est représentée par 

Pour cela, on exprimera que les valeurs de rflr, dy^ dz, 
déduites des équations de la courbe proposée, sont les mê 
que celles ([ue Ton déduirait de F = o et de /=:o; j 
exprimer ces conditions, on peut différentier n fois 

F=o, / = o, 

et remplacer x, y, z, rfx, dy, dz, rf- jr, ... par leurs vah 
tirées de x = '•f{z)^y = ^(^); mais alors/ = o, d/= o. 
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onnent des identités, et les conditions du contact d^ordre n 
ont que les équations 

F=o, rfF=o, ..., rf'»F = o 

lient lieu quand on y remplace x^ y, z par leurs valeurs 
léduites de x = çC-s), y = ^{z). 

Théorème. — Si une courbe variable de/orme rencontre 
une sur/ace e/i ai 4- i points, et que, eu égard à la varia- 
hiUté de certains paramètres, les points en question vien- 
nent se confondre en un seul, la courbe et la sur/ace auront 
un contact d'ordre n. 

En effet, si l'on projette la courbe sur la surface à l'aide de 
projetantes parallèles à une direction fixe, on obtiendra une 
courbe qui, à la limite, aura avec la proposée un contact 
d'ordre /i, puisqu'elle a évidemment avec celle-ci n -H i points 
communs qui, à la limite, viennent se confondre en un seul 
situé sur la surface. 

La définition que nous avons donnée plus haut du plan 
osculateur nous montre que ce plan a avec la courbe un con- 
tact du second ordre; car, pour obtenir son équation, nous 
avons exprimé que les différentielles première et seconde du 
premier membre de son équation étaient nulles, en supposant 
^,7, z tirés des équations de la courbe. 

Deux courbes sont osculatrices, une courbe est osculatrice 
d'une surface, quand l'ordre de leur contact est aussi élevé 
^ue possible, eu égard au nombre des paramètres arbitraires 
^ue leurs équations renferment. 

Ainsi, un plan renfermant trois paramètres, on pourra 
le faire passer par trois points donnés seulement; il ne 
pourra donc avoir avec une courbe un contact d'ordre supé- 
rieur au second, et, quand il aura un contact de cet ordre, il 
era osculateur. 

Accidentellement, deux courbes ou une surface et une 
5urbe peuvent avoir un conctact d'ordre plus élevé qu'on 
3 pourrait le supposer, eu égard au nombre des paramètres 
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que renferment leurs équations; <m dit alors qu'il j ainroi'l 
culation. Nous avons donné des exemples de suroscolationeol 
Géométrie plane; nous en donnerons bientôt de nouveaux. 

¥1. — Dndtd osenlatrice et plan oseulatonr d'une coariM. 

Les équations d'une droite sont de la forme 

(i) â?=sa4-i-a, jr=s6j-4-p. 

Pour qu'elle ait un contact d'ordre n avec une courbe, 3 faut 
que les dw^ dy^ d^Xy d^y^ ••• de k courbe soient ^vt i 
ceux de la droite ; on doit donc avoir 

(a) dxssadM^ dy=^bdM^ 

(3) d»a?=ao, d^^=o, 



ft 



les équations (i) et (a) déterminent a, 6, a, p, quand ons'ea 
donné x, y^ z. La droite osculatrice d'une courbe en Q 
point donné a donc en général un contact du premier ordi 
avec celte courbe, et les équations (2) montrent que c'est 
tangente au point donné. 

Les points où Ton a d^x = 0, d^y = o sont ce qu'on pe 
appeler des points à* inflexion ; le plan osculateur y est în(i 
terminé. 

L'équation du plan est de la forme 

AX^-BY-4-CZ-f-D=o 

et contient trois paramètres; on peut donc le faire passer 
trois points confondus en un seul, et alors il sera osculate 
on déterminera ses coefficients par les formules 

Aj?-4- B^ -4- C^ h-D =0, 

A dx H- B c(^ -4- G cf-3 = o, 

A d^x -4- B d^y 'hCd^z= o. 

En certains points, il pourra se faire qu'on ait en outre 

A d^x ■+- B d^y H- G d^z = o, 
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*l alors rélimination de A, B, G donnera 



cLv dy dz 
d^x d'^y d^z 
d^x d^y d^z 



= o 



ou 



A = o; 



te plan oscillateur est alors surosculateur ou stationnaire, 
et la courbe se confond sensiblement avec une courbe plane 
dans le voisinage du point {x^y, z). 

Supposons une courbe donnée par ses équations ; on pourra 
poser A = o. Cette équation, jointe à celles de la courbe, dé- 
lerminera un certain nombre de points où le plan osculateur 
sera stationnaire. Ainsi, sur toutes les courbes, en général, 
il existe de tels points. 

Enfin il pourrait arriver que, en certains points, le plan 
osculateur eût un contact d'ordre encore supérieur; mais il 
faudrait une équation de plus pour exprimer cette circon- 
stance. Il en résulte que les courbes ne possèdent pas, en 
général, de tels points. 



VII. — Cercle osculatenr. 

Le cercle est déterminé par trois points : le cercle oscula- 
teur d'une courbe sera celui qui passera par trois points infi- 
niment voisins de cette courbe. On peut prévoir que le plan 
de ce cercle sera le plan osculateur, puisquUl passe par trois 
points infiniment voisins de la courbe. Vérifions cela par le 
calcul. 

Les équations d'un cercle sont 



(I) 
(2) 



kx -+- Bj' -+- C^ -+- D = o, 

(a7-ût)»-4-(^-p)*-+-(z-Y)*=R*- 



Pour exprimer que ce cercle est osculateur, il faut écrire qu'il 
passe par le point {x, y, z) àe la courbe et que ses dx^ dy, dz^ 
d^Xy . . • sont les mêmes que ceux de la courbe. Pour cela, 
nous écrirons que les équations (i) et (2) ont lieu pour un 
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point de la courbe; cette condition est toute écrite sixelj 
sont supposés calculés en fonction de j; à Taide des équations 
de la courbe. Différentiant alors les formules (i) cl (2), nous ; 
exprimerons qu'elles ont encore lieu quand on y remplace 
^j ^y ^9 dx, dy^ dz par leurs valeurs tirées des équations 
de la courbe, et nous différentierons ainsi jusqu'à ce qoe 
nous ayons juste assez d'équations pour déterminer les coef- 
ficients A, B, C, D, a, p, Y, R. Nous trouvons ainsi, outre 
les équations (i), (2) entendues comme il a été dit, 

(3) Acte-4-B^-4-C^-5=0, 

(4) {x — aL)dx -^iy — ^)dy -\-{z — Y)dz =0. 

On peut encore écrire deux équations pour déterminer les 
sept coefficients auxquels se réduisent A, B, . . . , R. Diffé- 
renlions encore et nous aurons 



( 5 ) A rf» x -4- B é/*^ -t- C £/* -5 = o , 

(G) {x — aL)d^X'\-{y~^)d^y-^(z-'-()d^z = ds^. 

Il semble qu'il reste un coefficient indéterminé dans le ré- 
sultat; mais les équations (i) et (2) représentent d'une inO- 
nilc de manières le nicine cercle, et Ton peut supposer 

Aa-i-Bp-4-CY-4-Dr^o; 

3. r seront alors les coordonnées du centre du cercle 



a. 



1 •" 



1 



osculalcur. Cette formule permet d'écrire l'écjuation (lUinîi 

(7) A(x — x)-\-B(y ■r)-^Ciz — ^)=o 

(;t d'éliminer D. 

Pour calculer a, [i, y et R, ce qu'il nous importe surtout 
(le connaître, nous observerons que, si pour un moment 
a, p, Y sont considérés comme coordonnées courantes, 
l'équation (4) représente un plan normal, et l'équation (6)- 
obtenue en différentiant (4), est l'équation d'un plan passant 
par l'intersection du plan normal avec le plan normal Infini- 
ment voisin; les formules (/\) et ( T)) représentent l'axe du 
cercle osculateur. Ainsi, Vaxe du cercle osculateur csi 
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f intersection de deux plans normaux, infiniment voisins. 
équations (3), (5), (7) sont celles du plan osculateur. 
SI : 



Théorème. — Le plan du cercle osculateur est le plan 
mlateur. 

En résolvant les formules (4), (6), (7) et en observant que 
A=:dxd^z — dydz, . ..,puisenposantD2 = A2-hB*-l»C*, 
On trouve 

(8)jt— «= ^ [dzid^xdz — d^zdx) — dy(d^}^dx — d^xdy)]. 

Cette formule se simplifie et donne successivement 

a: — a = =- - [d*x(d}^^'^ dz*) — dx{d^zdz -hd^ydy)], 

ds^ 
X — a = — [d^x{ds^ — dx^) — dx(dsd^s — dxd^x)\, 

ds^ 
(g) a? — a = y— - (d^xds — d^sdx). 

Pour calculer R, nous observerons que la formule (8) peut 
s'écrire 

(x^a)=^{Bdz-Cdy); 

en ajoutant cette équation avec celles qui donnent y 
* —y, après les avoir élevées au carré, on a 



-3, 



R» 



ds* 



= %^(^dz-Cdjry 



00, en vertu d^une identité bien connue, 



ds^ 



^^-^[(X*'hB*-hO)(dx*-^dy*-hdz^)-'(Adx-\'Bdy-i-Cdzy], 



D* 



c'est-à-dire, en observant que le second terme est nul, 



ds^ 

R«= — D^ds^ 
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ou, réductions faites, 

(10) 

ou enfin 
(toftilt) R=i- 




19 ceide osculateur étant tangnit i ù combe, le ts;oi 
courbure du point de contact est dirigé suivant une dud 
A lacourbe; cette normale, située dansle plan 08calatear,p 
le nom de normale principale. Noos ta supposerons dir 
de la courbe vers le centre du cercle osculateur; ses cos 
directeurs sont alors ^^-^» ^ ' k * ^~fP'' ^*^^-^^ 

<^^iifixda — ^Mdx), .... 
c'est-à-dire, en vertu de (lo), 



(II) R 



iffafA — <f*«tfo „ <Pydt-~-iPitfy 



Avanld'aller plus loin, nous ferons observer que, quand 
est variable indépendante, les cosinus directeurs de la 
maie principale se réduisent à 

iPx d'y tPx 

^-d^' ^S^' ^d^- 
En écrivant que la somme de leurs carrés est l'unité, ont 

R» \ds^J \ds'/ \dï'/ 

Vllt. — Des dem courbores des courbes gauches. 

Dans la Géométrie à trois dimensions, comme de 
Géométrie à deux dimensions, il est naturel de mesu 
courbure d'une courbe par l'inverse du rayon du cercle 
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eur. On arrive aussî d'une autre manière à la mesure de la 

ûrbure. 

Si, comme en Géométrie plane, nous appelons angle de 

Uingence l'angle de deux tangentes voisines; si nous 

)e]ons dt cet angle; si nous désignons en outre par rf^ l'arc 

respondant, -^ sera ce que nous appellerons la courbure, 

fais, indépendamment de cette courbure, les courbes 

ches en possèdent une autre (qui fait, par exemple, que 

lice a un pas) ; cette courbure ou torsion est produite par 

iéplacement du plan osculateur. Nous la mesurerons à 

le des considérations suivantes. 

/angle que deux plans osculateurs infîniment voisins font 

ne eux au point M d'une courbe est appelé angle de tor- 

%, 

în désignant par diù l'angle de torsion, ds l'arc correspon- 

it, -j- est ce que l'on appelle la torsion en M. 

^our calculer la courbure et la torsion, nous ferons usage 
Q lemme que nous allons démontrer. 

iEMME. — Soient a, p, Y et ai, Pi, Yi les coefficients 
îcteurs de deux droites, 6 leur angle; on a 

•posons maintenant que ai, p^, yi soient ce que devien- 
t a, p, Y quand on passe de la droite a, p, y supposée 
)ile à sa position infiniment voisine; on aura 

i formule (i) donnera 

r ,3rfY — Tc^3 )*-+-( Y<^g — «g^T)* -H («g^.3 — P<^g)' 
~' ( a* -t- ji* -4- Y' )» 

e est l'expression que nous voulions obtenir de l'angle de 
c droites infiniment voisines. 
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Applications. — Supposons d'abord que a, ^, f rcpTfc* 
sentent les coefficients directeurs de la tangente à unecoaw 
au point {x^y^ z), et soit ds Télément d'arc de cette courbe» 
on aura a = dxj p = dy^ y = dz^ et 6 = rfe sera l'angle de 
contingence ; il viendra alors 

, , (dyd*z^dzd*yy-^-(dzd*x — dxd^z)^-^(dyd*x — dxd^yf^ 
^^ = Si "' 

en divisant par ds^ et en appelant ^ la courbure, on aura 

. . I _ (dyd^z^dzd*yy-}-(dzd*x-'dxd*zy'^(dyd^x — dxd^y^ 
^^^ Rî S« ' 

Nous appellerons R le rayon de courbure; nous pouvons 
observer qu'en désignant par A, B, C les coefficients du plan 
osculateur, on a 

("*"> r« = — s^ — > 

la formule ( 2 ) peut encore s'écrire 

I __ {dx*-^dy*-^dz^){d*x'-^d*y*-hd*z*) — 7(dxd*x-^dyd*y-^dzd'^ 

En observant que dx^ -+- dy^ -t- dz- = ds^ et qu'en diffé- 
renllant on a dx d'^x -{- dy d^y -^ dzd^z=^ dsd^s, la for- 
mule ('2 /er) devient 

I _ ds'*' ( ri*' r 2 -^ d\y^ --d*zi) — o.dsdis , 
R2 ~ d? ' 

si donc on prend s pour variable indépendante, on a d^s = o, 
et 

I /d'-xY /d^vY /cf^^V 

formule souvent utile, et qui montre, ainsi que (2), que le 
ravon de courbure est é^^ai au ravon du cercle osculateur 
(voir p. 359). 



à 
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Supposons en second lieu que Ton prenne 

a = A = d^y dz — d'^z dy^ 
'rt) I P = B = d^z dx — d'^x dz, 

Y = G = d'^x dy — d^y dx, 

pil, B, C désignant, comme plus haut, les coefficients direc- 
teurs du plan osculateur; dans la formule (i), désignera 
l'angle dtù de deux plans osculateurs voisins ou, si Ton veut, 
l'angle de torsion, et Ton aura 

^rv j • (BrfC — G^)«-+-(GrfA — ArfG)«-h(ArfB — BrfA)î 
'^> ^*^ = (A«^B« + G«)t 



Posons 



A = 



dx dy dz 
d^x d^y d^z 
d>x d}y d>z 



A est ce que Ton appelle le déterminant de la courbe. Si Ton 
effectue le développement de BrfC — CrfB, on trouve, en fai- 
sant usage des formules (4)« 

BrfC — Ce® = Adjr, 
Q.dk — kdQ,r=zt^dy, 
XdB — BdX = \dz. 



L'équation (5) donne alors 



dtû^ 



ii^ds^ 



(A«-i-B»-+-C»;«' 



dtù 



et, en appelant ^ la torsion -^ > 



A> 



T* (Aî-+-B»-hC>)- 



puis, à l'aide de (2 bis)^ on a 



^ ^ R»A« 
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cl 




(«J 








T s'appelle le rayon de torsion. 

L'csprrsuioii di^ i ei par suîit? celle de T prenncn 
formes riniiarquahlcs quand on choisit l'xrc s pour vu 
îndfpendanlc. Dn a 

I a^ jr' â* I 

I aT ^ =- 1 

désignant par x\ y, s', ... les dérivées de x. y, : 
Itcs as; on i-ii conclut, en élevant on carrt^ 

1'" !'■'' 2''^ 

or, si l'on diffépenlie les formules Va;'* = i et V^' = 
dont la seconde est identique à (3), on a 

^^.-^o et 2^"=-— 2'—^; 

on a aussi 

La formule (7} devient alors 



m' 
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V^W R*^ R* h*\ lis / ' 

ffi) devient par suite 

Tî - " jià R» ^ \ ds 



¥in. ~ DiscuBsion des formules relatives à la conrbiire. 



Le rayon de courbure est une fonction de Xjj\ Zy ou phitùt 
l'une quelconque de ces variables; il ne peut être qu'acci- 
itellement nul ou inûni. En effet, si Ton suppose R toujours 

^infini ou ^ toujours nul, les coeffîcients Â, B, C du plan oscu- 

hteur seront toujours nuls, et, dans ce cas, nous avons vu 
['(p% 358) que la courbe se réduit à une droite. R ne saurait 

être toujours nul, sans quoi ^ serait toujours infini et 

fd^y (d\ry ^ fd^^y 

aussi, ce qui ne peut avoir lieu. La torsion étant exprimée par 
la formule R* -r-^ ne peut être constamment nulle que si A = o ; 
or on a, en prenant z pour variable indépendante. 



A = 



dx dy dz 
d^x d^y o 
d^x d^y o 



c'est-à-dire 



A = (d'^x d^y — d^x d^y)dz. 



Si Ton pose ^ = o, dz étant différent de zéro, on a 



d^x d^y — d^xd>y — o 



ou 



d^Y d*x 

— - — = o 

d^y d^x 
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I 

OU, en désignant par c une constante, \ 

\o%d^y — logrf*ar = loge, 

ce que l'on vérifie en remarquant que la différentielle du pi^ 
mier membre de cette formule reproduit le premier membi 
de la formule précédente. On peut écrire cette formule aini 

ou 

d^y — cd^x = o; 

en appelant d une nouvelle constante, on trouve 

dy — cdx = cdZf 
et, en appelant c" une troisième constante, 

y — ex — d z = c*; 

c'est l'équation d'un plan : donc les courbes planes ont seul 
une torsion nulle. 

Remarque. — Ainsi, pour exprimer qu'une courbe e 
plane, on pourra écrire que son déterminant est nul. 

IX. — Évaluation de quelques infiniment petits à l'aide 

des quantités R, T, A. 

Distance dhin point dUine courbe à la tangente mcm 
par le point voisin. — L'équation de la tangente étant 

\ -- X _ Y — y _ Z — z 

dx dy dz 

la distance h du point x -h ^x, y -j- A^, ;; -f- A:; à cette droit 
est donnée par la formule 

^ _ v^ A;; dy^^^f~dz)'^ -i-{lxdz — \z dx)^ 4- ( Ây dx — \x dyY 

^ dx^ -r- dy'^ -i- dz'^ 
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iplaçons Ajt, Aj', \z par 

1 — h . . . , dy-v-\ d\y -h . . . , dz-r- \d^z-h...\ 

icglîgeant les termes d'ordre supérieur, nous aurons 



h = -\y/ 



\ //- z dv — d'- y dz )^ -r- . . . 



> 



ds^ 
L-à-dire (p. 362 ) 

te formule est exacte aux termes du troisième ordre près, 
*cai vérifîe une fois de plus que la quantité h est du 
>nd ordre. 

distance d'un point d'une courbe au plan osculateur 
lé par le point infiniment voisin. — L'équation du plan 
Lilatcur en x, y, z est 

( X — x)(d^y dz — d' z dy ) - . . . = o 

A (X — a:) - B(Y — j) + C(Z — ;;) = o. 

distance du point x -\- A^, y -v Aj-, z --\- \z à ce plan est 
née par la formule 

_ AA.r— BA>'-^CA5 

on a vu que (p. 348) 

A dx '- B dv -' Cdz = o. 
Xd^x-^Hd^y -: Cd^'Z = o. 

lonc on remplace Aj? par dx ^^d-x -^ ^d^x -{-. . ,, on 
1 en vertu des formules précédentes, 

Xd^x-BiPy-r-Cd'z 

k = — — • ■ — ; 

6 /A' -^ B3 -h C» 

f^. — Traité d'Analyse, II. 2} 
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si l'on remplace alors A, B, par leurs valeurs 

on trouve, en se rappelant les expressions de A, ^ el 
nées au paragraphe précédent, 



I 



^est doDC bien du troisième ordre, comme nous l'avi 
observé, et noas avons une double expression de ceti 
tité, exacte aux termes du quatrième ordre près. 

Différence entre un arc et sa corde. — Prenons t 
les m£mes notations. Les coordonnées d'un point V' 
point ( JT, y, a) pourront être représentées par 

Ar = rfar -+- i rf* aï -(- 1 (i> a -4- . . . , 
iy = rfr ■+- i rf* j- -!- ï d»^ -H . . . , 

et, si l'on prend l'arc pour variable indépendante, d 
senlera exactement la longueur de l'arc qui va du point 
au point x + Ax, y ■+- \y, z -t- As. Soit c la longue 
corde correspondante; en élevant les équations pré( 
au carré et en les ajoutant, il vient 

cl = rf^i -^ (rfj; d>3- -i- rf/ d^y ^dsd'z) 

+ i(dxd*x-^dj- d'y — d^ rf> a ) + J (ti> a-' -h rf «j' — d 

en nous arrêtant aux termes du cinquième ordre. ( 

dx^ ■+■ dy* -t- dz* = rfï' 
et, en dilTérentiant deux fois, 

dx d^x -+- dy d^y ■+■ ds d*s — o, 
di'd'x-hdyd'y-r^ dsd's ~ ^(rfia-'n- d>_f'-r- rf'j») = 
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portant ces valeurs dans Texpression de c^, on trouve 

c^ = ds^—rï Rf 
ou 

ou 

(C-hcf5)(C — 6^5) = - ^ -^• 

iOd voit que c — ds est du troisième ordre; donc, aux termes 
du cinquième ordre près, on aura, en remplaçant c-^-ds 
par ids, 

. ds^ 
2 ds{ds — c) = Y; ^ 

OU bien enfin, aux termes du quatrième ordre près, 

ds^ 

On voit donc que la différence entre un arc de courbe et sa 
corde est, non pas du second, mais du troisième ordre. Cette 

différence est égale ^2\'ût^ ^"* termes du quatrième ordre 

près. 

Gavarni, si connu par ses illustrations, s'occupait aussi de 
Mathématiques, et il a calculé le développement de la diffé- 
rence ds — c suivant les puissances de ds. 



X. — Formules de Serret et Frenet. 



A chaque point (j?,^, 5) d'une courbe correspondent trois 
directions dites principales qui sont rectangulaires. Ces 
directions sont : i^ celle de la tangente dont nous désigne- 
rons les cosinus directeurs par a, 6, c; 2° celle de la nor- 
ni€zie principale, ou normale située dans le plan osculateur. 
dont nous désignerons les cosinus directeurs par a', U , d\ 
3'* enfin celle de la normale au plan osculateur, ou, d'après 
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de Saint- Venant, la binormale, quand on suppose qu'c 
passe par le point (x, y^ z). Nous désignerons ses cosin 
directeurs para", 6", c". 

Nous aurons d'abord entre les neuf cosinus a^ b, c 

les relations qui existent entre les neuf cosinus que Ton co 
sidère dans les formules de la transformation des coordonné 
en Géométrie analytique à trois dimensions ; nous ne lésée 
rons que quand nous en aurons besoin. 

Nous allons d'abord apprendre à calculer ces neufcosim 
On sait déjà que 

( \ — ^- h —^ — -ÎL 

S désignant l'arc de courbe. Ces formules définiront le se 
de la tangente. Nous avons vu que la direction de la nornu 
principale était donnée par les formules 

(.) « = R^^' '' = ^-d^' ^ = «rfii- 

Tare étant pris pour variable. Enfin, en posant 

A = (lyd'^z—dzd^y, 15 



• • • » 



nous avons trouvé que les coefficients directeurs do la bin 
nulle étalent A, B, G. Pour bien déterminer le sens de c( 
binormale, nous ferons en sorte que 

a" — -~{ hc — cb') ( et non a" = cU — bc). 
Nous aurons alors, à l'aide des formules (1) et (:>.}, 

^^„^^dyd^z-dzd'''Y A 



i 



h^ D 



(3) { b"-- R 



dzd^T — d.rd^z _ B 
ds^ ~ I) 



» 



- ^ dxd'Y — dy d^r C 

c ~ R = — •) 

ds^ D 



D2= A2-hB2-+-G«; 
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• formules (i) et (2) on tire 

da a!^ db _^ de _ c[ 

(is ~ h' ds" ^' c^ "" K' 

en différentiant (3), on a 

^^ = D^ = D^ 

bien 



dà 



» 



( A « -u B » -h C «) ^ A — A ( A e/ A -4- B ^ B -i- C c?C) 

D» 

B(BrfA — ArfB)-uC(C^A — A^C) 
"" D' 

on a vu que B rfC — C rfB r= A dx^ . . . , ce que Ton peut 
Heurs vérifier iimnédiatement; donc 

ésignant comme plus haut le déterminant de la courbe 
du' A . ^. ,, . , A 



\ est précisément égal à =^; on a, par suite, 

da' _ _^ a' 
^5 ~~ T* 

Dn convient de donner un signe à T et de le prendre tel 
on ait T = r-> il viendra 

A 

ds "" T' ds^ T' e/5 " f^ 

on a 

aa'-f- 66'-+-cc' = o, 
aa' -4- 66" h- ce" = o. 
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En difTéren liant et en faisant usage des formules (4)9 (5), 



trouve 



, da , , db , de 

a —j- -r- b —,- •+■ c —j- = o, 

ds ds ds 

^da' ^db^ ^' _ _ 1 

ds ds rf* "" R 

g d(i' . g db*" g de 1 

ds ds ds T* 



on en tire 



da' 



^.. „ /a a'X db' (b b'\ de' (c e\\ 



Les formules (4), (5), (6) sont les formules de Serretet Fi 



net. 



XI. — Démonstration nouyelle des formules de Serret 

et Frenet. 



De la théorie des tangentes et des formules de Se 
on peut déduire avec facilité toute la théorie des cou 
<;auches, pourvu que l'on admette encore ce théorème 
démontré plus haut (p. Soo") : j 

IJ intersection du plan oscillateur en un point M d^une 
rourbe gauche avec le plan oscillateur injiniment voisin 
est la tangente en ce point M de la courbe en question. 

Il importe d'élabhr directement ces formuh^s, et Ton y 
parvient comme il suit : 

Par l'origine des coordonnées menons deux droites de 
longueur égale à l'unité : Tune OA, parallèle à la tangente en 
Xy )', z à la courbe ; l'autre OB, parallèle à la tangente au point 
voisin X -^ dxy y -{- dy^ z-^dz. AB pourra remplacer Tare 
de cercle décrit de O comme centre avec OA pour ravon, 
et terminé en A et B. AB aura alors pour mesure Tangle de ; 
contingence de la courbe en x, j', z\ ainsi 



AB 



ds 
R 
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R désignant comme plus haut le rayon de courbure de la 
courbe. Quant à la direction de AB, elle sera, à la limite, 
Perpendiculaire au rayon OA, comme tangente à Tare de 
cercle AB; elle sera d'ailleurs contenue dans le plan parallèle 
à deux tangentes voisines, c'est-à-dire dans un plan parallèle 
au plan osculateur; la direction limite de AB est donc celle 
oela normale principale, dont nous avons désigné les cosinus 
directeurs par a, b\ d. 

Si Ton applique alors le théorème des projections au triangle 
OAB, en observant que les coordonnées de A sont a, 6, c et 
que celles de B sont a -|- rfa, b + rfè, c + rfc, on aura, en 
projetant successivement sur les trois axes de coordonnées 

t\ K K 

C'est la première des formules de Serret. Pour obtenir 
celles qui donnent daf\ db", dc!\ menons encore par l'ori- 
gine deux droites égales à l'unité : OA parallèle à la binor- 
inale, OB parallèle à la binormale infiniment voisine ; AB sera, 
comme tout à l'heure, perpendiculaire à OA. Or l'intersection 
des deux plans osculateurs normaux à OA et OB est à la limite 
la tangente à la courbe; cette tangente est normale à OA et 
OB, et par suite à leur plan et à l'élément AB situé dans ce 
plan; AB est donc à la limite perpendiculaire à la tangente 
et à la binormale, c'est-à-dire parallèle à la normale prin- 
cipale. Or AB mesure l'angle de deux binormales voisines ; 

I . ds 

sa longueur est par suite égale à l'angle de torsion tït» ses 

projections sur les axes sont a' — ? t' ^ ^^ ^ Y' ^° P'^oj^- 
lant alors le contour OAB sur les axes, on a 

(8) da'=a'^, db'=b'^-. dc'=c'^. 

EûGn on tire, en différentiant a^ -+- a'^ -4- a'^a -- , ^ 

ada^ a! da'-\- a'da' = o, 



'«■ ' '^■•^^vC 5 



376 csAriTmi T» 

et, en rtttxi de (7) el (8), 



ou 



Ainsi se tronTent 4tiJi>Iies, et de la façon la pins nmple, les 
neuf formules de Serret et Frenet. 



xn. — BiiTiloppe des plaai oiculaleiin te oonbes ganAeit 

on Ben éa lam taaaaiitaa. 

Soient a, 6, c les cosinus directeurs de la tangente à one 
courbe gauche; a!^ V^ cf les cosinus directeurs de sa normale 
principale \c[ ^V^if ceux de sa binormale, Péquation da phn \ 

osculateur au point (^x^y^ z^) est 

(i) a\^ — a?) -^ h\X —y) -+- c'(Z — z) = o. 

Pour en obtenir l'enveloppe, il faut différentier cette équation, 

ce qui donne 

da" dx ^ 

— =— (X — x) -j- a ->r ... =0; 

ds ^ ' ds 

or, si l'on remplace -r- par a, ... et si l'on a égard aux for- 
mules de Serret (p. 3^3) qui donnent -y- = Tf» • • •» ^^^^^' 

mule précédente devient, en observant que aa^ -\- bb" -V ^^ 
est nul, 

(2) a'(X--a:)-4-6'(Y— 7)-+-c'(Z — z) = o. 

Cette équation est celle d'un plan perpendiculaire à la nor- 
fnale principale, coupant le plan osculateur suivant la tai^' 
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ite à la courbe qui, par conséquent, est la caractéristique 
l'enveloppe. 
:Si ron différentie (2), on aura l'arête de rebroussement de 

rcloppe 

dcC .__ dx , 

— — (X — X) r- CL -.- , . . ■= O. 

ds ds 

1* Sî l'on remplace -j- par sa valeur a et si l'on observe que 



da! 



6fr'-f-cc'=o; a** si l'on remplace -,- par sa valeur 
\R "^ t) ^^^"^^^ ^^s formules de Serret, on a 

formule, eu égard à (i"^, peut s'écrire 

fesl Téquation d'un plan normal. Les formules (1), (2) et 
() donnent X = 5?, Y =^, Z = 5i. L'arête de rebroussement 

la surface enveloppe des plans osculateurs d'une courbe 

donc cette courbe elle-même. 



un. — EiiTeloppe des plans normaux. — Sphère osculatrice 

on lien des normales principales. 

Conservant les mêmes notations qu'au paragraphe précé 
ient, Téquation du plan normal sera 



) 



a(X — ar) -f- 6( Y — 7) -f- c(Z — 5) -r o; 



caractéristique de son enveloppe sera donnée par son équa- 
>n et sa différentielle 



da ,^ dx 



. .= O 



J en vertu des formules de Serret (-^ = ^ j (p. 373), 

, a'(X — x^ -h b\Y - y) -i- c'(Z — z) = K : 
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c'est IV'qiiiition d'un plan perpendiculaire à la normaliT 
CÎpale, siLuée à ladistapce R du point {-r.j-, z); les for' 
(1), (2) représenUtnt donc l'axe du cercle osculalcuf. - 
minulion de s cnlre ces formules (t), (a) f«ra connallre 
veloppe (les plans aormaux. Cette enveloppe a reçu lu 
de sur/ace polaire. 

L'ar<!ie «le rebroiissemenl de la surface polaire s'obuei 
dîlTérentÎEUit (a).cet|ui donne 



da' 



.7.-tx- 



.dr 



dP. 



OU bien, parles formules de Serret, 

(l-ï)'"-')* ■=-' 

ou, en vertu de (i), 



Le lieu des centres des sphères osculatrices est p> 
ment l'arête de rebroussement de la surface polai 

En effet, clierchons le rayon p et les coordonnées X 
du centre de la sphère osculatrice. Pour cela, il faudra 
que cette sphère passe en x,y, z ; nous aurons alors 



(i) 



(X- 



^j.^(Y_^).^(Z-,)'=pt; 



on devra ensuite diOerentier cette équation, en sup 
que x,y, z appartiennent à la sphère, puis exprimer ( 
(Ix, dy, dz, . , . que l'on en déduit sont égaux à ceu; 
courbe, ce qui produira 

i{\ — x) dx -)-{Y-__^) dy -^{Z — s\ds =0, 
{y.-x^d'x-¥Çi--y-)d■*y-^{Z — s\d:*i=^ds■*, 
(\—x)d>x+{\—y)d'y-h(Z — t)d'x = idsd>. 
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C^ équations font connaître X — j?, Y — j-, Z — 5, et, en 

.ks portant dans (4)9 on en déduit p. Or la première équation 

(5) est Téquation du plan normal; quand on y considère 

^'Xi Y, Z comme coordonnées courantes, les autres formules 

(5) sont ses différentielles; les trois formules (5) repré- 

wntent donc Taréte de rebroussement de la surface polaire. 

Les équations (5) sont donc équivalentes à (1), (2), (3), et 

Ton en tire, en multipliant la première par a, la seconde par 

0^) la troisième par o^, etc., et en les ajoutant, 



(6) 




a 1 —7- ♦ 
as 

as 

c I — ,- > 
as 



Cl en faisant la somme des carrés et ayant égard à (4), 



(7) 



pï= R« 



"(ï)' 



Supposons que Ton cherche un point {x^y^ z) sur la courbe, 
tel que sa di.<itance p à un point donné (X, Y, Z) soit miuima, 
il faudra poser 



et différentier cette équation identique à (4); on aura alors 
b première équation (5), ce qui indique que le point demandé 
(^>/, z) est sur le plan normal à la courbe menée par X, Y, Z. 
Si toutefois la seconde équation (5), différentielle de la pre- 
mière, était satisfaite, le poini (X, Y, Z) serait sur l'inter- 
section de deux plans normaux infiniment voisins, et p ne 
serait plus ni maximum, ni minimum; à moins enfin que 
b dernière équation (5) n'ait lieu également, alors le point 
(^9 Y, Z) serait précisément le centre de la sphère osculatricc 
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Le centre de la sphère osculalricc, comme l'on voit, «i, 
sar l'axe du cercle oscillateur, le poipl jiour lequel sa di»- 
unceA la courbe a un minimum, à l'cxcluBion de lous lei 



Rbmuqdk. — Soient a,. f>t, Ct't o,\, b'„ e\; a\,b',,e„ 
ii, R|, T| les (]uanlités analogues àa, 6, c, ■..,£, T, nm 
relatives i l'envie de rcbrousscmcnl de la Eurface polaire. U 
plan normal de la courbe proposée est, d'après la di-finiliM 
de la sarface polaire, le plan osculatcur de l'arâU; de rdtrow 
sèment de cette surface : donc 



0) 



b\ =6, c; = c 



En différentiant ces équations et appliquant les forinuia 
de Seiret, on a 



, en ajoutant [es carrés, 



Multiplions les deu\ dernièteg équations (2) et les ikti< 
dernières équations (i); nous avons 



donc, en vertu de (3), 
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Donc le plan normal à l'aréle de rebrousse ment de la 
yo'face polaire est parallèle au pian osculateur de la 
ourbe proposée. 

Enfin, si l'on diflerentie les formules précédentes en ayant 
gard aux relations de Serre t, on trouve 

-j^ é/5, = — Y ds, 

^'i ^ ^' ^ 

' H * "^ ~ T ' 

— ûT^i = — ^ as, 

où l'on tire, en ajoutant les carrés, 

X dsx __ ds 

Les formules (3) et (6) donnent donc 

dsx _ Ri _ Ji 
ds ~ T ~ H ' 

ce théorème remarquable 

RR, = TT,. 

XIV. — Développées des courbes gauches. 

On dit qu'une courbe A est une développée de la courbe B, 
les tangentes à A sont normales à B. 
Les normales principales d'une courbe ne sauraient en- 
iopper une développée de la courbe et, par suite, le lieu 
s centres de courbure ne saurait non plus être une déve- 
opée. 

Pour le prouver, il suffit de calculer la plus courte distance 
deux normales principales infiniment voisines et de mon* 
îr que cette plus courte distance est du premier ordre. 
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Les équations de la normale principale sont, avecles nota- 
tions du paragraphe précédent, 

X-T Y-Y Z—z 



a 



b' 



j f 



celles de la normale infiniment voisine sont 

X — X — (Le Y — y — (fy Z — z — dz 



a' -H da' 



b' -\- db' 



c - de' 



A = 



Si Ton appelle h la plus courte distance en question, on a 

dx dy dz ^ 

a' b' c' I : ^{lydc'^^^^Vdb')^-^{c'da'^a'dcy-T-{a'db'^^> 
da' db' de' I 

ou, en vertu des formules de Serret, 



ds^ 



a 



a 



a 



b 

b' 

b' 
T 



c 



: ^da:^-\-db'^-x-de^ 









Cette quantité // est donc bien du premier ordre. 

c. Q. F. n. 
Un procédé analogue à celui-ci montre que la plus courle 
distance de deux Ijinormales infiniment voisines est égale à ds 



aux ternies du second ordre 



près, 



Ïhéorkmk 1. - Les développées dUine courbe se trouvent 

sur la surface polaire. 

En efTet, si Ton considère deux tangentes à la développée, 
elles seront dans deux plans normaux à la courbe proposée, 
et, comme elles se coupent en un point de la développée, ce 
point de la développée se trouvera à Tintersection de deux 
plans normaux, c'est-à-dire sur la surface polaire. Nous allons 
le vérifier par l'analyse. 
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•n conservant toujours nos notations, les équations d'une 
maie quelconque seront : 
^ LVquation du plan normal 

i^L^équation d^un plan passant par la tangente, d'aiJleurs 
t à fait quelconque; en appelant i Fangle que ce plan fait 
: le plan osculateur, son équation pourra être présentée 
» la forme A'' = A'tang/ ou .V — A'tangf = o, A^ dési- 
it la distance du point (X, Y, Z) au plan osculateur, et A' 
istance du même point au plan perpendiculaire à la nor- 
; principale. L'équation A" — A'tang£ = o peut s'écrire 

^(a" — a'iangt )( X — x) = o. 

ifions maintenant que la droite (i), (a) engendre unesur- 
développable ou rencontre la normale qui lui est infini- 
t voisine, nous aurons la condition pour que (X, Y, Z) 
le point d'une développée. Si, pour abréger, on repré-' 
î (i) et (2) par P = o, Q = o, la droite infîniment voi- 
de celle que nous considérons sera représentée j)ar 
é/P z= o, Q 4- rfQ = o, et la position du point (X, Y, Z) 
era pas altérée en remplaçant ces formules par rfP = o, 
rr o. Ce sont ces équations que j'écris 

^c?flr(X — J")— ^^adx =0, 

ia" — da' lang i — a sec* idiy X — x)— y (^ a" — a' lang i)dx = o. 

)rès les formules de Serret, ces équations peuvent être 
placées par 

condition de rencontre s'obtiendra en éliminant X, Y, Z 



♦ * 
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entre (i), (a) et (4)» ce qui donne» toutes rédactions fait 

(5) T-aï=*»' 

« 

d*où Ton conclut que di est Tangue de torsion et que i rei 
ferme une constante arbitraire, puisqu'il est donné par i 
dérivée. H en résulte que X,- Y, Z, donnés en fonctions de 
par les formules, (i), (a), (3), renfermeront une constan) 
arbitraire; donc : 

TaiomJufBlI* — Unt courbe a une infinité de diçeloppki 

Ces développées sont sur la surface polaire^ car (i) et (3 
sont Téquation d'un plan normal et du plan normal voisb 
Elles représentent Taxe du cercle osculateur. 

De (i), (a), (3) on tire 

IX — »=: R(ll'-4-ll^taDgf), 
Y-.^ = R(6'-+.^Ungf), 
Z —M = RCc'-f- (^Ungf); 

ce sont les équations d^une des développées. SI nous diffé 
reniions ces formules, nous aurons 

d\ — ads = dl{(a'-h u'iangi) 

/ a a' a' i> - n'd^\j 

vH~'T"^T ^^"S*"^^ ^^*^ * ds) 

et, en simplifiant, puis en observant que = = -5-, 

cfX = é/R(a'-f- a'tangt)-!- R(a'tangi -i- a''lang*i)rf/; 

en ajoutant celte équation avec ses analogues après les avoi 
élevées au carré, on a, en appelant s^ Tare de développée, 

cf^î =(c?R-4-Rtangtc?i)*(i-+-tangSi) 

ou 

, c?R Rtangi ,. c?R «.1 
dsi = . H .- di = . -f- Rc? . 

COSi COSi COSi cosi 
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dsi 



\COSl/ 



; — . est la distance du point (X, Y, Z) au point (x^j-^ 5), ce 

t on peut se convaincre en ajoutant les carrés de (6); en 
slant donc u cette distance, on trouve 

dsi = dUf Si= u — 1*0. 

HÉORÈME III. — L'arc de développée est donc égal aux 
'érences des distances de ses extrémités aux points cor- 
fondants de la courbe proposée. 

appelons ai, &i, C4, . . ., R4, T4 les quantités analogues à 
>, c, . . . , R, T relatives à la développée; on a évidemment 



a^a -^ byb -^ CxC =i ^ aa\ = o, 



$que la tangente à la développée est, par définition, nor- 
e à la courbe proposée. 
)n a aussi 

X — x=aiu, Y — y = biUt Z — z = Ciu; 

on diflerentie ces formules, en tenant compte de dsi = du, 
:rouve 



aidsi — ads = axdsx-\ — ^ — dsy) 



suite, 



ads^ ^ dsx^ bds = b— ^1, •••; 

Kl ni 

en conclut 

-r-=Tr> a=—ax, b=—b^, c^^—c^y 
asi Kl 

Qc : 

Théorème IV. — La normale principale de la développée 
•parallèle à la tangente à la courbe proposée. 

L. — Traité d'Analyse, II. a5 



386 CBAPITIK T. 

Si Ton difierenlie les formules (8), on a 
en élevant aa carré et en ajoutant, il vient 



I 



Kî 



I 
Tî 



On voit que T| ne peut être inGni que si tt = jr- on R = Ru' 

et alors a'= ai, 6'= 64, c'= Ci ; la développée est donc tan-j 
gente à une parallèle à la normale principale, c^est-à-dire t] 
cette normale principale; or deux normales principales ne: 
peuvent se rencontrer que si la courbe est plane; donc : 

Théorème V. — Les développées des courbes gauches 
sont gauches y les développées des courbes planes sont 
gauchesy à V exception de celle qui est dans le plan de la 
courbe. 



XV. 



Dn lien des centres de conrbiire. 



Le lieu des centres de courbure ne saurait être une déve- 
loppée, puisque les normales principales ne se rencontrent 



N' 



Fig. 37, 



H 



\ 



ri 



I)as. Mais ce lieu se trouve sur la surface polaire, qui est le 
lieu des axes des cercles osculateurs et qui contient, par suite, 
les centres de ces cercles. 
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Soient 



IT la tangente à la courbe proposée; 
IN la normale principale ; 
~~i la binormale; 
V Taxe du cercle osculateur. 



La tangente à la développée au point M' de cette courbe 
Ja normale MM' à la courbe proposée, M'n parallèle à MT 
la normale principale de la développée, M'A binormale 

la développée est dans le plan normal à la courbe proposée ; 
FoD a donc 

^^a, a = o, ^aia'=cosi, 7,^i et" = sin t, 



cosi; 



a', = a» 



Il résulte encore de là que le plan osculateur de la dévelop- 
pée M M'/i est normal à la surface polaire ; car la normale prin- 
ipale M'n est perpendiculaire à la tangente MM' de la déve- 
oppée et à la génératrice M'N de la surface polaire, c'est-à-dire 
i deux tangentes passant en a' de la surface polaire. 

Une courbe tracée sur une surface, et dont la normale 
principale et, par suite, dont le plan osculateur est normal à 
a surface, est dite ligne géodésique ; ainsi : 

Théorème I. — Les développées sont des géodésiques de 
la sur/ace polaire. 

Le plan M'MN est tangent à la surface polaire, car il en 
contient deux tangentes, à savoir MM' et la génératrice M'N. 
Cela posé, enroulons le plan M'MN sur la surface polaire; 
comme du ou rfMM' est égal à ds^ , si nous désignons par des 
lettres portant Tindice o ce que deviennent les points 
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M', N', . . . quand M passe en M© situé sur la courbe pro- 
posée, la droite MM' s'enroulera sur la surface polaire, le 
point M' tombant en M'^,, et il arrivera un moment où le point 
Mo lui-même s^appliquera sur la surface polaire; mais ce point 
Mo coïncidera alors avec le point M; donc : 

Théorème IL — Lorsque ron enroule le plan M'MN 
sur la sur/ace polaire ^ toutes les développées sont les 
courbes suivant lesquelles s'enroulent les normales telles 
que MM' et, par suite, toutes les développées passent par 
un point fixe. 

Réciproquement, quand on développe la surface polaire, 
les développées se transformeront en droites passant par un 
point fixe. 

Le lieu des centres de courbure est le lieu des pieds des 
perpendiculaires abaissées des points M sur la génératrice de 
la surface polaire; donc : 

Théorème III. — Le lieu des centres de courbure est, 
après le déseloppement de la sur/ace polaire, la podoire 
du point par lequel passent les développées, par rapport 
à la transformée de r arête de rebrousse ment, 

XVL — Du plan rectifiant et de la surface rectifiante. 

On appelle plan rectifiant d'une courbe le plan qui passe 
par la tan^^cnle et la binormale; ce plan enveloppe une sur- 
face (léveloppable appelée surface rectifiante ; la carac- 
téristique du plan rectifiant est appelée la droite recti- 
fiante. 

Le plan rectifiant a pour équation, en employant toujours 
les mêmes notations, 

(i) (X — a;)a'-h(Y— 7)6'-4-(Z — <s)c' = o; 

sa caractéristique ou la droite rectifiante aura pour équa- 
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iions (i) et la suivante, obtenue en dlfférentiant (i) et en ayant 
^rd aux formules de Serre t 

La droite rectifiante passe donc par le point {^,y, s) de la 
courbe considérée; ses coefficients directeurs sont 



OQ bien 



*'(h^t)-'''(r-^t) 



a a' b h' ce' 



■i y TiFi 7T > 



T R' T R' T R' 



la droite rectifiante fait avec la tangente à la courbe un angley 
donné par les formules 



cosy — 

• • 

cm f — 


I 
T' 


1 




R 




T 


1 

T2 


/R>-h 


T* 


aiii / — 

tangy = 


/R« H- T» 

T 

R 





Les développantes de la courbe proposée sont les trajec- 
)ires orthogonales des tangentes; elles sont, par conséquent, 
ituées sur la développable lieu des tangentes. Considérons 
ne de ces développantes et menons-lui un plan normal; ce 
lan normal passera par la génératrice de cette développable, 
^est-à-dire par la tangente à la courbe proposée en (^, v, s), 
t il sera perpendiculaire au plan, tangente de cette dévelop- 
able : ce sera précisément le plan rectifiant en x^ y, 5, Ainsi : 

Le plan rectifiant est normal aux développantes de la 
''ourbe proposée. 

Le plan rectifiant enveloppe donc la surface polaire, com- 
^^nt à toutes les développantes de la courbe proposée; or 
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la courbe proposée étant une développée de ses déydof*! 
pantes i® se trouvera sur la smrface polaire en question,^! 
qui était évident; a® se transformera, après le développe-i 
ment de la surface rectifiante, en une ligne droite. On penti 
dire que : 

La surface jrectifianie d'une courbe est une ^Uvehppabk: 
contenant cette courbe, et telle que, si Vùn développe ceUt} 
sur/ace sur un plan, celle-^i se transforme en une lignt 
droite. 

La surface recûfiante est d'ailleurs la seule surface jouissant 
de cette propriété ; car la courbe proposée, devant se trans- 
former en une ligne droite, est une géodé'sique de la surface, 
et nous verrons plus loin que les géodésiques d'une sarftice 
ont leur plan oscillateur normal à cette surface. La sarface 
cherchée doit donc avoir son plan tangent normal au plan 
osculateur à la courbe proposée ; comme il doit contenir la 
tangente à cette courbe, il est déterminé et son enveloppeTest 
par suite. c. q. f. n* 



XVII. — Sur le déplacement des figures. 

Nous allons maintenant étudier le mouvement d'une figure 
invariable de forme. Quoique ce sujet soit traité à fond dans 
la Mécanique rationnelle, nous en dirons ici quelques mots, 
à cause de l'importance qu'il a en Géométrie. 

Rapportons la figure mobile à deux systèmes d'axes, lu^ 
ox, oyy oz parfaitement fixe, l'autre Û$, Ûti, ûÇ mobile, mais 
invariablement lié à la figure mobile. 

Soient j:,^,>3 les coordonnées d'un point de la figure mobile 
par rapport aux axes fixes, $, tj, Ç les coordonnées du même 
point par rapport aux axes mobiles; $, ttj, JJ seront constants 
et d\y dr\y d^ seront nuls pendant le mouvement. 

Soient ^o> J^Oî ^o les coordonnées du point Q par rapport 
aux axes fixes; en appelant a, b, c, a', 6', (/,... les cosinus 
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3urs des axes mobiles par rapport aux axes fixes, on 
3s formules connues 



X ■= Xq — a ^ -*- a' 7) H- a 






s = Zo-T- cÇ-f- c' ■»!-+- c'Ç; 

pposant alors que le système prenne un mouvement 
aent petit, il viendra 

dx = dxo -r- ^da -r- Tj da' -r- Çf/a*, 
djr = dyo-^ldb-^ T, t/6' -4- !ldb\ 
dz = é/^o -^ Idc -r- 7) fl?c' -+- Çrfc'. 

fléplacement ds du point jr, jk, ^ est la résultante dr 
autres dont les projections sont rfa:©, rf^'o» ûf^o et 

ùx — \da -4- T, dd -r- Çrfa", 

cjue soit le point (j:,^, z)^ le déplacement t/oTo, ^/^o? '''^u 
; même : ainsi on peut regarder le premier déplacement 
e un mouvement de translation; considérons le 8econ<l. 
rtu des relations bien connues entre les neuf cosinus 
:;, . . . , on aura par didérentiation 

i da -^ b db -- c de — o, 
i' da' -^ b' db' -- c' de -. o, 
i'da'~-b'db''-^c''dc -o\ 

l'da'^b'db'-^c'dc -—[a'da" -Udb' . c'dd')-pdl, 
i da'— b db' — c d& -- — ( a' da -*- b' db -♦ (fdc ) ■ : f/di^ 
i da -r b' db — c' de =—ia dà t- b db' -t c de' ) - rdt ; 

ignant une variable indépendante, qui sera, si Ton veut, 

ent décrit par le point Xo, yo^ ^o- 

i posé, multiplions les équations (3) par a, //, c et 

ins-les, puis observons que aZx -^ Ooy -\- cZz est la 

:tion du du déplacement ox, o^, oz sur Taxe des Ç, nous 

s 

du—(^q —7^r)dt\ 




appelant de même dv et <&v les projections do déplteeneat 
8^, S;', S« SOT ÛTi et Ù^, ou a le gronpe de formoles 

1 Ju=(liq-nr)dt, 

(5) j rfP = ((r-C/»)A, 

Dans ce déplacement, il j anra des points qui resteroot imiiD- 
biles oa, pour parler pins exactement, il j anra des pnsti 
qui décriront des chemins du second ordre : on les obtienit 
en faisant du, dv, dw = o dans les éqnations (5), qui denti- 
neat alors - 

Cî — H '^ = o. ir — 1^ = o, rip — \q = o, 

et qui se réduisent i deux 

(6) 1 = 3 = 5; 

les points qui dans le déplacement restent immobiles soal 
situés sur nne droite (6). Cette droite a reçu le nom d'AK 
instantané de rotation relatif au pointÙ; la direction àe 
cet axe est indépendante de ce point Q. Ses cosinus directeurs 
sont, CD posant 

(7) /i» -(- y' -H r» = w', 

donnés par les formules ^, ?t -; on voit que, dans le dépla- 
cement partiel que nous considéroos, tous les points tourne- 
ront autour de l'axe instantané, et que le mouvemeut pC"' 
être considéré comme un mouvement de rotation autourM 
l'axe instantané. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — Tout mouvement d'une figure invariabU 
de Jorme peut être décomposé, et cela d'une infinité d' 
manières, en deux mouvements : l'un de translation, 
l'autre de rotation. 
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De quelque manière que se fasse la décomposition , l'axe 
•^ la rotation a une direction constante. 

Remarque. — Si la figure mobile présentait un point fixe, 
Q pourrait supposer que ce soit le point (^x^, y^^ z^)\ alors 
a aurait dx = ox, dy = o^', dz = oj. Donc : 

Théorème II. — Tout mouvement infiniment petit d' une 
^ure invariable de forme , qui présente un point fixe, 
'Ut être considéré comme une rotation autour d'un axe 
issant par le point fixe. 

Reprenons les formules (5), faisons dans ces formules 
= Ç= o, puis faisons momentanément coïncider l'axe ûÇ 
ec l'axe instantané; alors /? = ^r == o, r =: w, on trouve 

• 

du = 0, dv = loÇ dty dw = o. 

îs formules montrent que corf^ ^^ T ' ^^^^ ^s^> ^^ grandeur, 

chemin parcouru par un point situé à la distance \ de l'axe: 
►ne îaidt est l'angle dont a tourné le système : pdt^ qdt^ rdt 
Dt les projections de cet angle sur les plans des Çt), des ÇÇ 
des Çr,. 

XVIII. — Axe de glissement. 

Parmi toutes les manières dont on peut décomposer le mou- 
ment d'une figure invariable de forme en une rotation et 
i une translation, il y en a une plus simple et qui consiste 
choisir la translation parallèle à l'axe instantané; cela est 
«sible : il suffit de choisir le point (a^c^'o? ^o) de telle sorte 
16 l'on ait 

dT^ dvo dso 



ap -\- a' q -\- a' r bp -\- b' q ->r b" r cp -^ c' q -\- <f r 

L'axe de rotation porte alors le nom d'axe de glissement; 
est caractérisé par ce fait que tous ses points décrivent des 




ùnûiK ér^tf^ fC TtBntli^ik^ : -coi -pcnl donc le définir en disifl 
r'-îsc ii itffi: D*f prcuis jr, **. ^ ids que 

■Âr iTr a^ 



— Cf — «'r fy — frf — h' r cp — cq-r-cr 

£s ds 



w* j^S. s^ %Êà 

<3b p«xi écrire ces t^f »&tîoiis 

^ — «f — «'r bp — b'q-r-b'r 

ds^-^lde-^T^dc'-^ldc' ds 
cp — cq — c^ r «Il 

Ea égalant cette suite de rapports à \dt^ on a 

\da — T da — '^da' — à ap — a q — a' r^ — dr^, 
;<fô — T db' — Îtf6* = \ bp — b'q — 6'r > — dy^. 
\dc — T de — Z^dc' = À cp — c q — c' r) — dz^ ; 

posant adjc^ — bd^ « — cdz^ = du^. . . . , on trouve 

du^ 

;r- ^/> = A7— --, 

dil\y 



"".P '.q ~ ^r 




^f 


On en conclul que 






. , du.) di-o 
A lo* — p — ,- — g — T- 








TQ 


dt ^ ^f 



= o. 



La premicTc de ces équations détermine \ elles équatic 
de l'axe de glissement sont 

^ ' o)\uidt u) dt u) dt J dt ^ 



QUESTIONS DÉPENDANT D'INFINIMENT PETITS. 3g5 



K9-r,r=^%- 



duo 
(o ' dt 

dvi 



dso 



(O 



df' 



gnant-^ cos((o, s^). Ce sont les équations de l'axe de 

mtni par rapport aux axes ûç, ûr,, ûJJ;/?ar rapport 
utres axeSy ces équations seront 



X. — Sur le déplacement des lignes remarquables liées 
aux divers points d'une courbe. 

isidérons le trièdre formé par la tangente, la normale 
pale et la binormale d*une courbe, et étudions son 
îement par rapport à trois axes fixes Ox, Oy, Oz. 
ent a, è, c les cosinus directeurs de la tangente, a', fr', c' 
le la normale principale, et a", b'\ d' ceux de la binor- 
soient R et T les rayons de courbure et de torsion, 
rc de courbe, dp^ dq^ dr les projections du déplacé- 
angulaire des axes liés à la courbe, on aura, en vertu 
rmules de Serret (p. 3^2), 

( ,a! y ,c'\ , ds 

— {a^ da H- h' ah -+- c' de) — — (a' ^ -+" ^' r "^ ^' ô ) ^* = "» 
{a'da - b'db — cdc) = ^a' ^ -f. 6' ^ -+- c' 0^5 = -t- ^. 

îc le trièdre considéré subit d*abord un mouvement de 
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tmuUUon ptrallèls à dt, pais on momemfnt de 
autour d'an axe situé dans le plan rectifiant; les corâtite 
ongies que cette droite fait avec la tangente et avec la lÙMr 
maie sont 



l'angle de rotation est ' 

Si l'on se reporte au § XVI, on voit que l'axe instanuo^dt 
rotation n'est antre chose qne la droite rectifiante : de 11 
vient l'expresaioD de droite rectifiante^ 

Supposons que l'on brise une courbe i l'extrémité il* 
chaque élément ds dans laquelle on peut la décomposer; « 
l'on vent ramener tous ces éléments en ligne droite, il fondu 
les faire tourner autoar de l'axe instantané qui est la JntM 
rectifiante de l'angle âf ^R' -4- T», ou successivement aatom 
de la binormale d'un angle égal & -p' ^^ autour de la tangenlc 
d'un angle égal à w- Cette dernière manière de procéderesl 
évidente. Ce qui était moins évident, c'est que ces deui 
mouvements successifs étaient équivalents à un mouvement 
de rotation unique elTectué autour de la droite rectifianie' 

XX. - De l'hélice. 

On appelle hélice une courbe tracée sur un cylindre eldans 
laquelle la distance d'un point à la section droite du cylîaiu^ 
est proportionnelle à l'arc de cette section droite. 

Nous étudierons spécialement l'hélice ordinaire qui est 
tracée sur un cylindre droit à base circulaire. Cette courbe 
a pour équations 
,, .A 



QUESTIONS DÉPENDANT D'INFINIMENT PETITS. 897 

o est Tangle au centre qui mesure Tare de section droite 
iquel la distance z du point {Xjy^z)de Tliélice est propor- 
onnel. Alors l'axe du cylindre est Taxe des z et les équations 

= r cosy, j^:= r sinç sont les équations du cercle de base 
u cylindre sur lequel est tracée l'hélice; h est le pas de 
hélice. 

Tangente, — Les équations de la, tangente sont 

X--£ _ Y- y _ Z — z 

dx ~~ dy ~' dz 



>u 



X — jc Y-y Z — z 

— rsincp rcostp h 



L'angle (que fait la tangente avec la génératrice du 
cylindre est constant. 
En effet, on a 



cosi = 



h',iT. 



(a) 



tang£ 



»/■ 



2irr 



— y 



sint = 






47:» 
cot* = 



v/'-'^ 



4^' 



'kTzr 



Plan osculateur. — Il a pour équation 



X — reosîp Y — rsintp Z — 



— rsmcp rcosîp 

— rcosç — rsincp 



ai: 

A 

27: 

o 



c'est-à-dire 



= 0; 



— rXsino rYcosç-f- (Z 9)r' = o 

lit ^21: * \ 27t V 



OU encore 



Xsincp — Y cos<p -+- ^Z- — cp jî^ = o. 
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Si l'on &ît Z = o, on «Ht qne U tnee de oe [dan » ^1 

jqution I 

XaiBf — Tcocf — ff = o. t 1 

Son enveloppe sen donnée en coralûnaat cette éqiutin 1 
avec . 

X cotf •»- T «nf — r = o, 

ce qui donne 



Donc l'enveloppe a pour équation 

Xeo>2 ^ Tua 2 =r. 

L'angle que tepianoieulateur/€Ûta»ee le plan tle beat 
du cj'lindre est constant; car cet angle a poar cosinos 



h -y A« - /- — ât' 



ou sini; il fait donc l'angle i avec U génératrice du cylindre : 
il rencontre l'axe du cylindre à ta hauteur du point où ii 
est osculateur. 

Car pour X ^ o, Y :^ o, on a Z ^ — o. 

Rayon de courbure, arc, rayon de torsion, etc. — On » 









dy = 
d'y = 



fdf', d*s = o; 



■-J,, 






QUESTIONS DÉPENDANT D'INPINIMBNT PETITS. 

^cnt ensoite 



399 



'n enfin 



i Ton pose 



A = 






— rsino rcoso — 

' * 27: 

— rcosîp — rsino o 
rsincp — rcoso o 



rf^pS 



T = 



rff« 



A = — r' é/o*. 



r* 27: 



R*A sin>( A sinicosi 



rayon p de la sphère osculatrice est égal à R, car 



^ as 



JVor maie principale. — Ses coefficients sont 

1 simplement, puisque d^s = o, d^Xy d^y^ d^z\ ses équa- 

lOns sont 

h 

z ^ 



X — rcoscp _ y— rsino __ 27: 

reosç rsin^ o 



OU 



X Y h 

^ — . i A» — O. 

COSCp SinO 2 7C * 

Im normale principale est donc perpendiculaire à Vaxe 
^^ (cylindre. 
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XXL — Hâicoîde défreloppable. 

L'hêllcoïde développable esl le lieu des tangentes à rhéli< 

nous allons trouver ses équations. La tangente à Thélice 

pour équations 

7 ^ 

\ — rcos:; Y — rsins air'? 



OU bien 



U» 



On en tire 



— nmz rcos3 h 

^ X = r co5= -(z - A ^Y^ r sin ç, 



f Xsins — Ycoss = (Z c i — ^. 

La trace de rhêlicoi le sur ie plan des xj- est une rfeVe- ' 
loppante de cercle: on lobtient en effet en posant ;5 = o: 
dans ^i), ce qui donne : 

1 X = r cos:î — rz sin :;. i 

{ \ = r sin 3 — rs cos:5. 

Ce sont les équations de la développante de cercle. Il va sans 
dire que toutes les sections horizontales de l'hélicoïde seront 
également des développantes de cercle. 

Les génératrices de Ihélicoïde développable rencontrent 
la développante j trace de rhélicoïde sur le plan des xy à 
ansrle droit. 

En effet, les coefficients directeurs de la tangente à la 
courbe (3 » sont 

— rsin:j -r- r:; cos:5 H- rsin:5, rcos5 — rîssin:? — rcos3. o. 
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OU 

rcpcos^, -f-rosin^, o; 

ceux de la génératrice de l'hélicoïde 

— rsin^, rcosç, o. 

Ces deux directions satisfont bien à la condition d'orthogo- 
Qalité. 

Les sections de Thélicoïde par des plans perpendiculaires 
à Taxe sont les développantes de l'arête de rebroussement. 
Donc : 

Les développantes de Vhélice sont des développantes 
de cercle. 

Cherchons maintenant la surface polaire de Thélice 

h 

Le plan normal a pour équation 

f,. ( h \ h 

la droite polaire a pour équation (4) et sa dérivée 

(5) a^cosç -i-r sin© — — — — = o. 

Si nous comparons les formules (4) et (5) avec (2), nous 
voyons que ces équations (4), (5) représentent un hélicoïde 
dont l'arête de rebroussement serait tracée sur un cylindre 

de rayon -^—^ et dont le pas serait h. Donc : 

La sur/ace polaire d'une hélice est un hélicoïde déve- 
loppable. 

XXIL — Développées de l'hélice. 

Les équations d'une développée sont 

IX — x = R(a'— a'tangi), 
Z —z = R(c' — c''laDgO» 
L. — Traite d'Analyse, II a6 



J 



CB4P1TBI \ 

OÙ ^ = M- CbnuM T est coa t tMt t , lu^* Mt va» eoml 
■rMinàre que nous i^pellerons k; d'aillean 

tf=o, 



En labtdtiMnt ces nl«an dans (i) et en remplaçant 
b, c par lean valean, on obtient des équations compliqt 
et transcendantes qne nous n'écrirons pas. 

ZZm. ~ rrolaotieM te lliiUM. 

Longue Von projette obliquement une hUice sur 
plan, on obtient une cyclaîde allongée, raccourcie 
proprement dite. 

En effet, les équations de l'hélice étant 

(I) x = rcos7, 7=rsiDç. « = — ?- 

une droite parallèle au plan des zx a pour équations 

la condition pour qu'elle rencontre l'hélice est 
(3) rsioif^a, — if = mrcosç -r n. 

Supposons que l'on ait éliminé f , on aura une relation 

en éliminant a et n entre cette équation et (3), on ai 
l'équation du cylindre parallèle à la droite (a) passant | 
l'hélice, ou 

vi{y, s — mx) = o. 
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désignant une constante. On en déduit 





1 da' ds 






, par suite^ 






a' s 
arcsin — — — y -f-/>, 


désignant une constante 


On en tire 





a' = k >fh ( cosp sin j -4- sin/> cos 7 1 ; 

1 aurait deux formules analogues pour calculer b' et c\ à 
ivoir 

b' = k ^il cos ^ sin T -+- sin q cos -r ) « 
c' = A* // ( cos ^ sin T -r- sin r cos r ) • 



h doit conclure de là a''^ -f- b''^ -u c'^ = i , quel que soit 5; 

ODC 

I— 7 ,{k y/A cos/?)* sin» 7 -4- 2^/ A" /Â)* sin^ COS7: sin/? cos/? 
a) { 

-^^k/hsxnpycos^p 

n particulier, pour 5 = o, on a 

k^ h ^sin»/? = I, 

5 qui suppose que k^hsmp^ k s^fh siu q, k ^hsmr sont les 
)sinus des trois angles que fait une même droite avec des 

Les rectangulaires. On en dirait autant de k^h cos/?, etc.; la 
rmule (a) donne alors 

o = y f^k v/Â)* sin/? cos/?. 

>nc les deux droites en question*sont rectangulaires, et Ton 



I 
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peal posar, en donnant mie nmi?dle aignifieaftion àft?»'') 
et en appelant //, ^, i* de nouTelles eonslantea, 

qS s cotp cost -4- cosp'sinx » 
^ s= eotf cotx -^ cos^diix» 
e's=cotrcosx -4-GOti^dax* 

é 

Si l'on observe alors que 0^= R -^p-r • • v on aora 

R -^-j- » cosp oost 4- cos/r iuiTf 

A désignât une con.Unte; m«.(f )'+(|)V(|y W» 
faire Tunité; donc, en raisonnant comme tout à Tlieinc, on 

voit que A est le produit par ^/R* — A:* d'un cosinus eos/ 
relatif à une droite perpendiculaire aux deux droites déjà 
considérées. On en conclut de nouveau 

Ro: = — A:*cos/) cos-r — A:*cos/>'sinT -+- k^cosp's /R* — A:', 

Si nous prenons pour axes de coordonnées les trois droites 

rectangulaires définies par les angles p, //, p"^ q^ ^, (fyf^'^ 

r", nous aurons, en appelant X, Y, Z les nouvelles coordon- 

néesy 

RX * - Y . 5 RZ 

k^ k k^ k ^/Rï7r>t 

ce sont bien les équations d'une hélice. 

Théorème de M. Bertrand. — Quand le rapport des 
deux courbures d'une courbe est constant, cette courbe 
est une hélice tracée sur un cylindre à base quelconque' 
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^omme on a 








da a' 
é^ ~" R' 


da" a' 
ds T' 


3X1 en déduit 








da db 
da" ~ db" 


de I 



k désignant le rapport constant des courbures, ou 

da" — kda = Oj ... ; 
d'où l'on tire 

rt" — ak = const. , .... 

Si Ton ajoute les équations analogues à celle-ci après les 
avoir élevées au carré, on voit que la somme des carrés des 
seconds membres doit faire i -h k^. On posera donc 

p, y, r désignant les trois cosinus directeurs d'une droite 
arbitraire. Prenons cette droite pour axe des Zj nous aurons 

a" = ak, b" - bk, c" = ck -+- /i-r-A». 
£n élevant ces équations au carré et en les ajoutant, on trouve 

i = A* H- acA- v/iH- A* -+- I -f- k- 

OQ 

c = ■ :- > c"= . -T- /i -+- A:». 

Ainsi c et c" sont constants et, par suite, la tangente et la 
binormale font des angles constants avec une même droite. 
Dec= const. on déduit 

d-s=^^ 
A désignant une constante. Cette formule peut s'écrire 



Si l'on prmd alon poor 






i,^^if-df~^é^^ 


^ 




d<Uhfa<lii 




.m 


k 


ont 


» = *•-. 






M 


"-w^i*- 




- 


•hui- 


"^— 




- 



L'ordODBéfl nrie donc proponioanellemait i FalMcisK c•^ 
vJlifpie, flt, pir iuit«, la coarbc est une bélice tracée sur <■* 

cylindre quelconque 



XXV. — Sur les courbes spfaériqnes 

I^ritqu'unc courbe est tracée sur une sphère, celte spbèn 
f!St sa tphèrc osculatrice et, en appelant p son rayon, on a' 

p— (S)- 

Si l'on suppose R constant, on a ( -^1 = o et p = R. Msis 
(in peut avoir aussi T ^ os , et alors la courbe est plane- 

Si R :r^ p, il y a doute ; mais il est facile de prouver que W 
la sphère toutes les courbes de courbure constante sont <l«j 
cercles, comme il suit. 



QUESTIONS DÉPENDANT D*INFINIXENT PETITS. 409 

Les équations qui déterminent le centre de la sphère oscu- 
Irice sont celles de trois plans normaux voisins, ou 

a(\ — 07) -+- b'(\ —y)-r- c'(Z - 5) =: R, 
a'(X — 0-) -4- 6'( Y — >') -^ c'(Z — ;:) = T ^ . 

aisons X = o, Y = o, Z = o; en plaçant l'origine au centre 

e la sphère osculatrice, supposons —^ = o, R=:p; nous 

urons 

^ = — ?«', y = -'?b\ z = — pc' 
u 

''-^^'d^' ^'^~^'d^' ^-^^^dJ^ 

Ij en éliminant p, 

yd^x — X d*y — o^ ..., 

e qui revient à 

z dv — V dz — A ds, 
X dz -- Z dx — B dsy 
y dx — xdy - C ds. 

^e ces équations on tire, en multipliant la première par :r, 
es autres par j^ et s, et en ajoutant, 

Ax -h By H- C^ = o, 

e qui prouve bien que la courbe est plane. 

XXVI. — Formolei de M. Hesse pour le plan oscolatenr. 

M. Otto Hesse a fait connaître une forme assez condensée 
e Téquation du plan osculateur d'une courbe ou de son 
lyon de courbure ; quand celle courbe est donnée par l'inter- 
action de deux surfaces rapportées à des coordonnées tétraé- 
riqnes ou homogènes 

) <p(ar|, a:,, Tj, Xi) = o, 4^(T„ Xty Xi, Xi) = o, 
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on a entre les coordonnées la relation 



2.,», = v. 



nù OL, , Rj, a,, ot, désignent les faces du tétraèdre de ré(ci 
et V le triple de son volume. Soient 



ré<tHi.liond-un plai 
de la forme 



(3) 



t par b Uni 



CQlC à la COU] 



2".?' l.-^."' 



c'est IVquslion d'un plan passant par le point j:,, ... 
pur le point x^ -i-e/j:,, x^-^- dxj, . ■ . ■ Si l'on expriai 
passe par le point x, -i- dxt-'r ^d'Xi, Xs + . . ., ou 
distance du point x, — Aj-,, x, 4- iJîs. ... est du tro 
ordre, on a, pour déterminer X : [i, l'équation 



X et |x ou plutôt leur rapport est déterminé. Nous pi 
prendre 



\ ^'^^id'n, fK^^'Sfid^xr, 



mais nous allons nous débarrasser des diiTérentielles ( 
observerons que l'on a 

(5) ^fidri=o, 2+irf«, = o, 

(6) ^'fid'Xi-h'^ftjdxidxj^o, ^-^id^x, -^'^'^ijdXii 
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Enfin la formule (2) donne 



^OLjdXj^ 



o. 



^Vaide des formules (6), les formules (4) peuvent s'écrire, 
û négligeant le signe, ce qui finalement n'a pas d'influence, 



8) 



X =2^f^tjdxidrj, [L = ^*}^ijdxidxj, 



)es formules (5) et (7), il s'agit maintenant de i\Terdx2jdXi^ 
^^4 pour les porter dans (8), en négligeant dans X et |x un 
icleur qui leur sera commun. On aura 



X = 



?ll 


?lî 


?ia 


?u 


?l 


9l 


«1 


?tl 


?îî 


?î» 


?n 


?t 


4'. 


34 


?3I 


?îl 


?Î3 


?s* 


?3 


4'. 


«3 


?U 


?*1 


?*» 


?V4 


?* 


4'4 


a* 


?1 


?« 


?» 


?* 











^i 


^t 


'l's 


*v 











«1 


«î 


«3 


«V 












ivant d'écrire la valeur de ix, simplifions celle de X. Pour cela, 
multiplions la première colonne par x^, la seconde par j?2î la 
roisième par Xs, la quatrième par x^, la cinquième par 
-(/n — i) (m désignant le degré de la fonction homogène cp); 
joutons ces colonnes pour en faire la cinquième; procédons 
eméme sur les lignes; ayant ensuite égard au théorème des 
motions homogènes, nous ramenons notre déterminant à la 
)mie 



X = 



?ll 


Çii 


?13 


?u 


-Vi 


?11 


Çît 


?«3 


?ÎV 


<^. 


?31 


?Jt 


?33 


®3k 


«v» 


?4I 


<P4t 


?48 ■ 


?V4 


<^» 


♦. 


♦« 


-v. 


'1'» 






ai jr, -+- a, j-, -+- 23X3 -f- a^ j^^ 



m 



I 



nous désignons ce déterminant par le signe H(cp, '{/) (c'est 
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le hessîen de la fonction ^, bordé avec les coefBcîents du plain:» 
X, •{^,-+-X2A2-+-Xj^j4-X4'{;4 = o), nous aurons 

pour Téquation cherchée du plan osculateur. Nous supposons 
la fonction ^ de degré n. 



EXERCICES ET NOTES. 

i. Le cercle osculateur d'une courbe sphérique est sur la sphère 
qui contient cette courbe. (Démontrer directement sans faire usage 
de la considération de la sphère osculatrice.) 

2. Si une courbe A a son ravon de courbure constant, le lieu de 
ses centres de courbure B aura aussi son rayon de courbure con- 
stant; le lieu des centres de courbure de la courbe B sera la courbe Â. 

3. Soient 

j:=ci(0), r--^7(0), 4;-Ç/(0) 

les équations d'une courbe gauche A : soient X, Y, Z les coordonnées 
d'une autre courbe B, telle que 

d\ r/\ dZ 

=: IN. 



ci- y dz — d^ z dy d^ z dx — </* -r dz d- x dy — d^- y dx 

Le plan osculateur et le plan normal de la courbe A seront respecti- 
vement le plan normal et le plan osculateur de la courbe B. Soient 
r et t les ravons de courbure et de torsion de la courbe A ; R et T 
ceux de la courbe B; on aura 

^, dx^' -^ ^>'2 -4- dz^- t 



T ::- N 



dr^ -^ dy^ — dz^- 



(Composition donnée par M. Hermite au\ élèves de l'École Poly- 
technique, 1873.} 
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4. Démontrer : 

V Que toute courbe plane S tracée sur uo plan horizontal peut 
Te considérée comme Tombre d'une certaine surface de révolution R 
3Dt Taxe est vertical, éclairée par des rayons que Ton supposera 
iralléles. 

2** La développée de la courbe S est alors l'ombre du conoïde ayant 
)ur axe Taxe de la surface de révolution B, pour plan directeur le 
an horizontal et pour directrice la courbe d'ombre propre de la 
rface de révolution. (Dunesme.) 

5. Si les génératrices d'une surface développable tournent d'un 
îme angle autour d'une trajectoire orthogonale T (*) de ces géné- 
Lrices, le lieu de leurs nouvelles positions est une autre dévelop- 
ble dont l'arête de rebroussement est sur la surface polaire de la 
ijectoire T. 

6. Les tangentes à deux développées d'une courbe C, qui abou- 
sent en un même point de cette courbe, se coupent sous un angle 
estant. 

7. On sait que, pour qu'une courbe soit plane, il faut et il suffît 
e son déterminant soit nul; trouver un critérium analogue pour 
connaître si une courbe est sphériquc. 

8. Trouver un critérium qui permette de reconnaître si une courbe 
!Ut être placée sur un cône de révolution. 

Examen du cas où le cône est une sphère de rayon nul. 

9. Si par les divers points d'une courbe gauche on mène les tan- 
ntes, on formera une développable; coupons cette développable 
rie plan osculateur en M à la courbe, l'intersection se composera 
tbord de la génératrice de la développable passant en M, puis d'une 
rtaine courbe tangente à l'arête de rebroussement. Si l'on appelle 

le rayon de courbure de celte courbe en M et R le rayon de l'arête 
rebroussement au même point, on aura 

Rj = -^ R. 

10. SoientâT,^,^ les coordonnées d'un point d'une courbe gauche, 
l'on désigne par des accents les dérivées prises par rapport à l'arc, 



') On appelle trajectoires orthogonales d'une famille de courbes une 
tre famille de courbes coupant toutes celles-ci à angle droit. 
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on a, en appelant R le rayon de courbure, T \e •rayon de torsion, 

' • - RîT« R* 



■■"•^•••■••"-•■^■■=-r(r)' 



il. En appelant, comme dans le texte, a, b, c les cosinus directeurs 
de la tangente à une courbe, a\ b\ c* les cosinus directeurs de la 
normale principale, a'y b*^ c' les cosinus directeurs de la binormale, 
on trt^uve 



da = ~ a\ da'= --ds(^-\-^j 



da-=^a': 



ce sont les formules de Serret. 
On a on outre 



tt-a -•- ^.- a — (Lui H <ï — ïTj « y 



t 



Pa - 



dsd^a^ds^'(^y^-^~^a'-dsd^a\ 



ds^ 1 , ds- 

d^a — - TTTp a -r- dsd ^ ^'— -JT7 « • 



Los diffôrontiollos d'un ordre plus ôlevô ont étô calculées par 
M. Rrisso {Annales de i'Kcole \ormaie, 1874); elles sont calculées 
jusqu'au sixiômo ordre. 

12. La différence onlro un arc et sa corde est donnée par la for- 
mule suivante, où R ol T désignent la courbure et la torsion : 

_ ds^ ds^ , I ds^ / I I \ 

^MH"^ "^ îTr r " ï4ôR^ V8R« "^ rn/ 

(Gavarm.) 
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13. Soient h la plus courte distance de deux tangentes infiniment 
Toisines d*une courbe gauche, R, T les rayons de courbure et de tor- 
de cette courbe, ds Télément d'arc ; on a 



h = 



ds* 
laRT' 



aax termes du quatrième o;*dre près. 

14. Soient ^Tj Tangle sous lequel se coupent deux sphères oscula- 
trices infiniment voisines d*une courbe gauche, dsy R, T son arc élé- 
mentaire, ses rayons de courbure et de torsion, -^ sera en quelque 

sorte une troisième courbure de la courbe. Nous la désignerons par ?- 

A 

et nous aurons, en appelant p le rayon de la sphère osculatricc, 

1 - _L ^ 
X ~ ïp dR' 

(Magnus de Sparre, Bull, de la Soc. Statist. de V Isère, 1875.) 

45. En conservant les notations des exercices précédents, Tangle ^ 
qu'une tangente fait avec le plan osculateur voisin sera donné par la 
formule 

8=— • 



donc 



M^r* 



ds ' 



aux termes du troisième ordre près. {Id.) 



16. En faisant toujours usage des notations des numéros précé- 
dentSy la distance S d'un point de la courbe à la sphère osculatricc 
point infiniment voisin est donnée par la formule 



8 = 



rf5* 



24RTX 



{Id.) 



17. Soit Y l'angle que la plus courte distance de deux tangentes 
bfiniment voisines fait avec la binormale, on a (toujours avec les 
■otations des exercices précédents) 

I ds 



BAVT» STC 




les exercices 








|MiBci|>àles 

BOUliODS 



%és 



^»^T^ 





oa &U passer 
le nijoB de covIn 
raj«M de ccMirliaie éi 



gascke ae pem 




1!^%!!iK 



irbcmuiie q«i cospeai 

dr«a côae de réTolalio 

: .^^ *in: icaoi tric^f* ■sqr mm. c%^mdrt dcMt La base est une spir 

u^tî'-ciittivrtie C^ 3C♦^lI*fî!e ^F^rniseT c^te courbe comme oo a élu 

V-iv-, à-xittatx-ï itinzr îe ^rx^te^ P^^&r Pin Sexket. Théorie géon 
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CHAPITRE VI. 

1>ES QUESTIONS QUI DÉPENDENT D'INFINIMENT PETITS D'ORDRE 
SUPÉRIEUR AU PREMIER DANS LES SURFACES. 



I. — Des contacts des différents ordres. 

On dit que deux surfaces sont tangentes en un point M, 

lorsqu'en ce point elles ont le même plan tangent. Alors il 

est facile de constater qu'une corde NN', non parallèle au 

plan tangent et ne faisant pas avec lui un angle infiniment 

petit, est du second ordre par rapport aux lignes MN et MN', 

qui sont d'ailleurs de même ordre comme côtés d'un triangle 

opposés à des angles finis. En effet, la ligne NN' est égale à 

la somme des perpendiculaires abaissées de N et N' sur le 

plan tangent respectivement multipliées par certains sinus 

d'angles finis; ces perpendiculaires étant du second ordre, il 

en sera de même de NN'. 

Ainsi, en général, quand deux surfaces se touchent, leurs 
cordes communes sont du second ordre ; mais on conçoit que 
l'ordre de ces cordes puisse être plus élevé. Nous regarderons 
alors le contact comme plus intime, et nous dirons que : 

Deux surfaces ont un contact d^ ordre n au point M, 
<{uand, menant une corde commune NN', non parallèle au 
plan tangent, cette corde sera d'ordre n -i- i par rapport à 
MN et MN' (qui sont évidemment de même ordre comme 
côtés d'un triangle MNN' opposés à des angles finis), quelle 
qiie soit cette corde. 

Cherchons la condition pour que deux surfaces aient entre 
elles un contact d'ordre n. A cet effet, observons que Ton 
peut supposer à la corde NN' une direction fixe; en effet, si 
L. — Traité d'AncUy te, H. 27 
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NN' a ane direction variable, par k pofan N ne&oas «i! 
corde NP commune ayant nne direetum fixe, NP sot èi! 
Tordre de NN' ; car les côtés NN' et NP da triangle fftVf sort 
opposés à des angles NPN' et NN'P finis; poisqne, par hjpo- 
thèseï ni NN' ni NP ne sont parallèles au plan tangent, c'est* 
Ardire à aucune ligne telle que N'P laisant on an^ infinimeÉt 
petit avec ce plan. 

On pourra alors prendre pour la corde NP la diffireoee 
des J des deux surfaces, pourvu qu'en M le plan tangeat ae 
soit pas parallèle à l'axe des z (s'il l'était, c'est snr les s «a 
les y des deux surfaces que l'on raisonnorait). 

Pour que les deux surfaces aient un contact d^ùtén a, 3 
faudra donc, et il suffira que la difiJérence et lenrs sdaasie 
voisinage du point de contact soit de l'ordbre it-i- i^Orcesi 
que nous appellerons jb et js' au point M se dèvdéppeiâ vai 






a i.a...n 



cl»Jf'-4r.,.. 



Pour que la diflTérence de ces quantités soit toujours d'or- 
dre n 4- I autour du point M, il faut que 



z-z', dz = dz\ d^z = d*z\ 



df^z — d'^s'- 



Ainsi les différentielles des ordonnées z doi^fent être te 
mêmes jusqu^à V ordre n inclusivement. 

Les conditions précédentes entraînent les suivantes : 



z = z' 



dz __d£ 
dx ~" àx 



àz^dz^ 



En d'autres termes , les dérivées partielles des zjusqu!à 
V ordre n inclusivement doivent être égales. 

Lorsque les surfaces sont données par des équations telles 
que 
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ivera comme il suit les conditions du contact d^ordre /z. 
intiant une première fois ces formules, on aura 

df . àf , àf , 
àx dy -^ dz 

-i- dx -\- -f- dy -^ -T- dz =z o\ 

dx dy ^ dz 

ninera dz et Ton égalera à zéro les coefficients de dxy 
ifférentiant encore, on procédera ainsi toujours de la 
façon. 

nd on veut exprimer que/^= o,/'= o ont un contact 
e 71, on se borne généralement à différentier Tune d'elles 
suppose que cfa, d^z^ d^z, ... y soient remplacées 
irs valeurs déduites de l'autre équation. 

DRÈME. — Deux surfaces qui ont un contact d'ordre n 
pent suivant une courbe présentant n -f- 1 branches 
f ou imaginaires. 

îfTet, supposons les surfaces 5 = ç, 5 = ^ rapportées à 
lan tangent commun pris pour plan des xj^ et à leur 
le commune prise pour axe des z, leurs z se dévelop- 
ainsi 



^■-*(o,o)*.{â).-.(|), 



• » 



3 o indiquant que Ton doit supposer j: = o, ^ = o. La 
nce entre z et j^ étant d'ordre n, on aura 

i.a.3...(n-+-i) J L\<^-^'*^Vo \àx'»^i/oj 

»ur avoir l'intersection des deux surfaces projetée sur 
des x^j il faut faire z = z^; on trouve alors 

-[(£S)-(£S)>-='. 
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ce qui est manifestemoit Téquâtiaii d'ime eootbe 
à rorigine an nœud i n + 1 branches. 

La réciproque est vraie, car la différence z — J égilie 
zéro ne pent représenter un nœud i n «-H i branches <|ae 
les termes du degré le moins élevé dans cette différence sqiI| 
d'ordre it + if c'est-à-dire que si z — nf est d'ordre ii+i< 
Alors les surfaces ont évidemment un contact d'ordre a. 



Deux surfaces sont acutairices quand, eu égard an nodat 
de paramétres quMles renferment| leur contact est de Toitbe 
le plus élevé* 

Cherchons le plan oscukteur d'une surface 

/(«.r. '») = o; 
l'équation d'un plan est 

elle renferme trois paramètres. On pourra l'assujettir à trois 
conditions, différentions-la, nous aurons 

(a) A-4-C^=o, 

(3) B-i-C/>=o; 

dans les formules (i), (a), (3), nous supposerons qu'à la place 
dez^Py q on ait pris leurs valeurs déduites de/(j:,/, 5) = o; 
ces formules (i), (a), (3) feront alors connaître les rapports 
A : B : C : D et, en les portant dans 

AXH-BY-f-CZ-f.D=o, 

on aura Téquation du plan osculateur, lequel a avec la sur- 
face un contact de premier ordre. On trouve 

c'est l'équation du plan tangent, on devait s'y attendre. 
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Soient r, 5, ^les dérivées secondes de ;; ; en différentiant en- 
core (2) et (3) et en remplaçant toujours les dérivées de z par 
celles déduites de l'équation de la surface, on a 

Cr=o, Cj=o, Ci=o, 
00 

r=o, 5=0, i=o. 

Quand ces conditions se trouveront satisfaites d'elles- 
nêmes, ce qui aura lieu en certains points particuliers ana- 
ogues aux points d'inflexion des courbes, le plan tangent 
lura un contact d'ordre plus élevé, il sera surosculateur et 
:oupera la surface suivant une courbe à trois branches. 

III. — Sphère oscnlatrice. — Ombilics. 

Cherchons s'il est possible d'établir un contact du second 
ordre entre une surface donnée et une sphère. L'équation de 
la sphère est 

(i) (X - a)«-+-(Y - P)* -.-(Z - Y)* = RS 

exprimant que le point (x, j^, z) de la surface appartient à la 
sphère ; on a 

Différentions cette formule par rapport à x et^, nous aurons^ 
en supposant lep et le q remplacés par ceux de la surface, 

les formules (2), (3), (4), au nombre de trois, ne déter- 
Dainent pas tous les paramètres a, p, y, R, et l'on peut écrire 
entre eux encore une relation ; mais, pour établir un contact 
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Au saocmdi ordre, il fimdnit eneore trois rdationt olMia 
M différttitMait (3) el (4)t à savoir 



(«> 



I -4- r(M 

IH- I(JS 






«i torlo qtt^il a^exislert pas ^i général de sphère ayant n 
oomael d^ordre sapérieur au premier. 

Cependant en certains points, que Ton a appelés ombjMf 
bs formules (5) peuvent être acoidentellement satisfiites, et 
aernr concurremment avec (i), (a), (3), (4) à la détemiini- 
lion de «, ^i y» R; on a alors 



(6) 



La condition pour qu'il existe un ombilic en x^y^ s est d'aS- 
leurs donnée par les relations (6) entre p, q, r, s, t, k savoir 



(7) 



^ __ I -4- />« 

S ~ r 



q^ 



Nous retrouverons ces équations plus loin, comme consé- 
quences d'une autre théorie. 

Les équations (7) jointes à celles de la surface déterminent 
les ombilics; on voit que toute surface possède en général 
des ombilics réels ou imaginaires. Quelques surfaces pos- 
sèdent des lignes ombilicales, c'est-à-dire dont tous ks 
points sont des ombilics. Enfin la sphère est la seule surface 
réelle dont tous les points soient des ombilics, comme nous 
le prouverons tout à Theure. 

Pour quMl existe une ligne ombilicale, il faut que les équa- 
tions (7) se réduisent à une, et, pour que tous les points soient 
des ombilics, il faut que les formules (7) soient identiques. 
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I¥. — Surfaces dont tons les points sont des ombilics. 

Il est facile de prouver que la sphère est la seule surface 
éelledont tous les points sont des ombilics. En effet, si tous 
;s points d'une surface sont des ombilics, les formules (7) 
a paragraphe précédent, d'après ce que nous venons de dire, 

Dnt identiques, et, en observant que 5 = - - =^ -.^> on peut 

îs écrire 



^ dr _^ i àq 
I -f-y?* ~ q Ox 



ï^q* p Oy' 

en conclut, ce que Ton vérifie en dififérentiant, 

1 log/i -+-/>* = log^ — log/<?(7), 
' logv^7T^= Iog/?-4-logv/K^, 

\ i/ désignant des fonctions arbitraires. Il faut faire atten- 
Q que ces fonctions jouent le rôle de constantes. En effet, 
)s l'équation (8), y^ ainsi que ses fonctions, sont regardées 
nme des constantes. 

Les formules (10) peuvent s'écrire, en repassant des loga- 
imes aux nombres, 

bis) i '-^/''^y'^(^>' 

►ù l'on tire 



^ P = \/^^' ^=V/5^ 



4^4 esAViTâB ru 

Si l'on écril que l'on ^%^^ j^» <mi bonve i 



0Q| rédnctiont faites, 

(T-t-O* (♦ + 0* 

♦ 

Pour qn'iine fonction F(x) jouisse de la propriété 

F(a?)«F,(^), 

qndê que soient s et y^ il faat que F(j?) soit constant; par 
suite, en appelant a c une constante, on a 



— a 



le premier membre de cette formule est la dérivée de . r . ; 

on a donc, en observant que 2C est la dérivée de %cf et en 
appelant 2d une nouvelle constante, 



ou bien 






de même 



?(.y)= (cy+cy -'' 



'>'<^)= (cx + c')' -'' 



c" désignant une nouvelle constanle; si Ton porte ces valeurs 
dans les formules (i i)» on trouve 



et, par suite, 

, , (ex -^- c')dx-h(cY -^ &)rfy 
dz =pdx -T- q ay = '^ > 
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peut s'écrire 

cdz = d[± /i — (cx-hc')* — (c7-+-c')«]. 
onc, en appelant h une constante, 



z -h 



-iA^-('-?)'-(-0' 



équation d'une sphère. Mais on peut encore satisfaire 
rmules (lo bis) en prenant 'f ( j) = ^(«a?) = — i ; elles 

nent alors 

/?*-+- ^*-}- I = o, 

est Téquation générale des développables isotropes 

5)- 

îsulte de là que la sphère est la seule surface réelle 

DUS les points sont des ombilics, mais nous voyons 

partage cette propriété avec les sphères imaginaires 

; les développables isotropes. 



V. — De la courbure des surfaces. 

ourbure d'une surface est une notion complexe, et elle 
t pas se mesurer par un seul nombre, comme on le fait 
;s courbes. On donne une notion nette de la courbure 
>urface en définissant la loi suivant laquelle varient les 
res des sections normales autour d'un même point, 
ai est assez simple pour permettre, comme nous allons 
e définir la courbure à l'aide de deux éléments seule- 

portons une surface à son plan tangent et à sa normale 
our axe des z ; son équation sera de la forme 

t, en développant z parla formule de Taylor, le terme 



* 
* 
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indépendant de x tXy sera nul^ puisque pour â^r^Oij^^o, 
on doit avoir « == o ; les coefBci^its de x ^y smit niilS| pais- 

qu'ils sont les coefficients directeurs iz ^^ 3=: du j^ba tangent; 
r., ... ,. d«^. do„ l„ ,d»„ d. g. j^. g ,», 

4: = O, J' = O, JB = O. 

La courbure d'une courbe, rappelons-le, est égale au doiiUe 
de la distance d'un point de la courbe à la tangente au point 
infiniment voisin, divisée par le carré de l'une, ou, ce qui 
revient au mé^ne, de la distance du poml à la norvttk, S 
bien que la courbure d'une courbe tangente i Paie des 9 à 

l'origine des coordonnées est lim^ (p. 369). 

Ceci posé, l'équation d'une section normale de la suxftce 

faite par le plan . ' 

y — x Uaf a 

s'obtiendra en observant que^ dans l'équation (i)» il sidGt de 
remplacer x par X cos oc et ^ par X sin a ; X désignera abn 
l'abscisse d'un point de la section dans son plan comptée sur 

le plan des xy. Cette section a donc pour équation 

z = — (tq cos* ot -+- 2^0 sinacosa-h t^ sin*a)-i-. . . ; 
2 

la courbure de cette section, ou la limite de y%'' sera donnée 
par la formule 

(a) — = To cos* a -i- 2*0 sin ot cos a 4- /© sin*a. 

La courbure d'une section normale varie, comme l'on voit, 
de la même façon que l'inverse du carré du rayon vecteur de 
la conique représentée par l'équation 

On a donné à cette conique le nom d'indicatrice. On voit 
qu'elle a son centre à l'origine. 
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Voici maintenant les conséquences de cette théorie : 

I** On peut toujours diriger les axes de manière à faire 
mnouir le terme enxy, c'est-à-dire le j-j- de la sur/ace 

1 même temps que j- ^^ y' 

II suffit pour cela de prendre^ pour axes de coordonnées, 
s axes de l'indicatrice et la normale à la surface. 

2** Les plans qui passent par la normale et les axes de Tin- 
catrice s^^fpellenl plans principaux y sections principales ; 
ans ces sections R est maximum ou minimum. 

3** La somme des courbures de deux sections rectangu- 
lires est constante. 

En effet, la somme des carrés des inverses de deux diamètres 
tctangulaires dans l'ellipse ou l'hyperbole est constante. 

Ces propositions, qui résultent des propriétés de l'ellipse 
. de l'hyperbole, pourraient se déduire de la discussion de la 
irmule (2) où elles sont en évidence. 

Les rayons de courbure des sections principales portent le 
3m de rayons de courbure principaux. Avant de montrer 
)mment on peut les calculer directement et sans transfor- 
lation de coordonnées, pour un point quelconque d'une 
irface, nous énoncerons quelques propriétés de l'indicatrice. 

U indicatrice est la limite dhine courbe semblable à la 
"ction faite dans la surface par un plan qui se rapproche 
xdéfiniment du plan tangent^ en lui restant parallèle. 

En effet, rapportons toujours la surface à son plan tangent 
: à sa normale, l'équation de la surface sera de la forme 

désignant des termes du troisième ordre en x^ y. Coupons 
ar le plan ^ = - ? la section aura pour équation 

h = roar* -H is^xy -i- t^y^ -î- 1, 
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OÙ 

On aura une combe semUaMe i eelle-ci en pœanl 

el alors ^ Imid vtm aéro, si Toâ suppose qoe X et Y eoB•i^ 

Tent des valeurs finies; à la limile, cette comice, semUiUei 
la section en question» sera représentée par TéquatioB 

c'est Pindicatrice^ 

Rexâeque. — D est bon d'obsorrer, tontdcns, jq[a^ «fe 
pian tangMit an point considéré étut surosenlalmri quoi- 
qu'il n'j eût point là à proprement parler de potnl snfolief) 
nos conclusions tomberaient en définit. La seotien par sa 
plan infiniment voisin du plan tanguât serait en gteénldu 
troisième d^;ré et pourrait être d'un deg;ré supérieor; eir 
alors on aurait r© =: o, 5o = o, /© = o, et il faudrait avoir égard 
aux termes du troisième ou du quatrième ordre. 

Nous avons dit qu*un plan tangent coupait la surface sui- 
vant une courbe à nœud ; cette courbe a pour équation 

Tensemble des tangentes au nœud a pour équation 

roa:*-4- ^Soxy -^ hy* =o; 
ce sont les asymptotes de Tindicatrice, ainsi : 

Les tangentes au nœud de la courbe provenant de Vi^' 
tersection d^une sur/ace par son plan tangent sont asy^' 
ptotes de V indicatrice relative à ce point. 

Cette proposition est encore vraie quand le plan tangc^ 
est surosculateur, pourvu que l'on appelle alors indicatn^^ 
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a courbe semblable à la section de la surface par un plan 
nfiniment voisin du plan langent et parallèle à ce plan. 

Les dérivées secondes de 5, en un point déterminé d'une 
►urface, peuvent passer par toutes les valeurs possibles. Il en 
*ésulte que l'indicatrice peut affecter toutes les formes des 
ioniques à centre, depuis l'hyperbole la plus ouverte jusqu'à 
'ellipse infiniment aplatie, ou système de deux droites paral- 
èles. 

Quand l'indicatrice est elliptique, le paraboloïde oscula- 
eur 2z ^=roa:^-\- is-^xy -h /o^^ est elliptique, le plan tangent 
16 coupe pas la surface, le nœud étant ici un point isolé, 
>uisque les tangentes au nœud ou les asymptotes de l'indi- 
:atrice sont imaginaires. Les rayons de courbure principaux 
»ont de même sens. 

Quand l'indicatrice est hyperbolique, le paraboloïde oscu- 
ateur est hyperbolique, le plan tangent coupe la surface, les 
isymptotes de l'indicatrice sont les tangentes au nœud, qui 
îst réel. La surface n'est pas convexe, on dit qu'elle est à 
courbures opposées. Les rayons de courbure principaux sont 
le sens opposés ; deux rayons de courbure sont infinis. 

Quand Tindicatrice est parabolique, le paraboloïde oscu- 
ateur devient un cylindre parabolique, le plan tangent coupe 
încore la surface; la section présente alors ordinairement un 
*ebroussement. Ce cas est caractérisé par la formule 



Tous les points d'une surface développable sont des points 
>our lesquels l'indicatrice est parabolique. L'un des rayons 
le courbure principaux est infini. 

Remarquons enfin que les sections normales passant par 
es asymptotes de l'indicatrice ont des rayons de courbure 
infiais; par suite, le point de contact est pour elles un point 
iMnflexion. 
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La coiiri>iire - d'une section nonmJe tracée spr une lo^ 

P 

face peai, comme on Fa tu toot à llmire, ae mettie sou li 
fonne 

- srocos^a+affftinacosa+losiii'a, 
9 

« désignant Tanf^ qœ fait I4 tangente à la secticm avec Taie 
des X. Si l'on prend les sections principales pour plans des 
xs et des^s, alors «# = o, et Ton a 

- tsrooos*a-4-l»sia9«; 

P- 



r» et tf sont alors les inirerses desn^ons de cooriMin piiofii- 
paux que nous appellerons ? ^ ^^ ^>^ effeti pour « =O|0fii 

To = - et, pour a = -, ^t = -, en sorte que 

I cosSflt sin'a 

— = 1 • 

p R ^ R' 

Si Ton appelle p' le rayon de courbure de la section normale 
dans la direction rectangulaire, on trouve 

I __ sin»3t cos*a 

d'où Ton tire, ce que l'on savait, 

I I 1 I 



.' D ^ D/' 



R R' 

L'équation de l'indicatrice peut s'écrire 

a?* y* 

R ^ R' '• 
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a et a' deux directions conjuguées par rapport à Tindi- 

, on aura 

R' 

tangatanga'— 5- 

K 

appelant p' le rajon de courbure correspondant à la 



ice a', 






I cos'a' sin'a' 




p' ~ R R 


3n conclut 






p~-p'=R-+.R'. 



VII. — Théorème de M. Bertrand. 

5 appelions courbure d'une surface, au point M (j?,^, z) 
la direction dx^ dy^ dz, le rapport 

dz _ I 

ds pi ' 

Ignant l'angle que fait la normale à la surface en M 
normale en :c -f- dx, y -|- dy^ z + dzj et ds désignant 

ix"^ 4- dy'^ H- dz'^ qui joint ces deux points, 
sortons la surface à sa normale et à son plan tangent 
la normale en un point quelconque infiniment voisin 
gine (x, j', 5) a pour équations 

X — ■a7-+-/?(Z — ^) = o, 
Y— 7-+-^{Z — z) = o; 

£ de cette normale avec Taxe des z est donné par la 

:» 

I : /n- /?*-+- y* = cose. 
peut poser 

t,, ... désignant ^,, 5^, ^, ... pour x = o, 
;; = o. On en tire 
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«t, ptr raite, 

««. ^ [I + (r,ar 4- »0')* -*-(»•*-•- *0')'r* 

et, c<maeo(M«=i— -( on« • 

t* =s rja* -t- 3«ir«»f -4* *«|/«^ -I- (i^-H. . .: 
•i nous dÎTÛoiu parlectrr^ dekdMUncevdDpoiBt{f,;i^ 
àforigine, |HnhcoiiilHiredeU«ai&oedaiuUidineltai>i 
et DOu* «oioiu 

Pî 
a désignanl l'ugle que v fait nec l'axe de* s. Si R ei R' 
désignent les rayons de coarbore principanx de la mrfueu 
point considéré et si Von prend les Hctioos priiMàpdes poor 
plans des as et des yM, oin tronv^ 



(«) 



H« 



Celte formule esl de M. Bertrand. 

On voit que p, varie comme le rayon vecteur d'uoe ellipK 
dont R et R' seraient les detnUaxes. 

Soit a' la direction conjuguée de a par rapport à l'indici- 
trice, qui, comme l'on sait, esl la courbe 



(a) tang3iiangi'= — -g-. 

Mais, en appelant A- la courbure dans la direction conjug"** 
de a, (i) donne 

I cos*a' sîn'a' 



(3> 



R'» 
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Si entre (i) et (2) on élimine successivement R et R', on a 
es relations remarquables 

sina' _ cosat cosa' _ sina 

sina cosa' cosa sina' 



p\ R ?\ ^ R' 

De ces formules on tire 



PiP'i RR" 
r^ est ce que l'on appelle quelquefois la courbure de la 

urface; on voit donc que le produit -^—^ est constant et 

gai à la courbure. 
Combinons les équations (i) et 

I cos*a sin'a 



p K R' 

lu paragraphe précédent; l'élimination de a donnera 



pj pVR R'/ RR' 



fous ferons encore connaître une expression de la cour- 
ure — donnée par M. O. Bonnet {Journal de l'École Poly- 
technique, XXXV* Cahier). 

A cet effet, appelons V l'angle que fait la direction a avec 
à conjuguée par rapport à l'indicatrice; on a 

cos'a sin'a 



... H H' 

sinV = 



/cos*a sin* 

y/ lit" "^ "ïr» 



2 

u 

psinV = pi; 
^ trouve donc 

I I 



pi psinV 

€st la formule que nous voulions établir. 

L. — Traité d* Analyse, II. a8 
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VUL — ' ItAMato iM nqrw* d* ot wfti t 



Soit maintenant 



(!) 



/(«.r»-»)"»* 



l'^qoation d'une sorface d<»inée ; proposoncHioas de eatodcr 
ses rayons de Goorbnre principaux an point dont les coor- 
données sont X, y, s. Posons une fois pour toutes i 



(») 






/m = 







/«=/, 



dis' 



n 



^ds 



fxt 
A. 



^ti 









^wMk ^Bw^ ^w^Ê 

.Soient x'rs ^9^= ^9 4^= ^ 1^ trots cosiniis durée* 

teurs d'une tangente i la surface, passait par le point (â^y/t^)* 
Par cette tangente faisons passer une section normale et àkn- 

Ions son rayon de courbure. Au lîeu d'appliquer les formules 
générales, nous ferons usage de rartîfice qui suit : 

Menons deux plans normaux, infiniment voisins, à la coarbc 
de section dont nous voulons calculer le rayon de courbure; 
ces plans se couperont, comme l'on sait, suivant l'axe d«* 
cercle osculateur (p. 378), lequel axe rencontrera le plan de l^ 
courbe de section en son centre de courbure. Nous remaT^ 
querons, pour faciliter le calcul, que le centre de courbu^^ 
est sur la normale à la surface qui est la normale en x, /» ^ ^ 
la section. Nous aurons donc, pour déterminer les coo^*' 
données du centre de courbure X, Y, Z et le rayon Rc^^ 
courbure, les équations suivantes : 



(3) 



(X-T)a7'+(Y-^)y4-(Z-^)^'==o, 



équation du plan normal ; 



(4) 



(X-a?)a7'H-(Y-^)yH-(Z-^)-«'=i, 
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lion obtenue en difieren liant par rapport à s Téquation 
édenle : ces deux équations représentent, comme on l'a 
'axe du cercle osculateur (*); enfin 

X — x __ Y— 7 _ Z — z _ R 

/i ~ A " A "N' 

lion de la normale à la surface où Ton a écrit, pour 

ger, N au lieu de y//;' -f-/* +/J et où R représentera le 
n de courbure de la section. 

équation (3) est contenue dans les formules (5), ce que 
peut d'ailleurs vérifier en observant que le résultat de 
nination de X, Y, Z ou de X — j?, Y — ^j Z — z donne 
nlilé 

îxprime que la direction /i , /2, /s de la normale à la sur- 
est perpendiculaire à celle de la tangente à la section 
idérée x',y, -s', et que l'on obtient d'ailleurs en diffé- 
lant (i) par rapport à l'arc s. Des formules (4) et (5) on 



\—Xr 





Y- 


/iR 


Z- 


- Z — 


.AR 


R 




I 


• 






N 


M 


'+/./'+/, ^• 





;, en différentiant l'équation (6) par rapport à l'arc s de la 
be dont on cherche le rayon de courbure, on a 

-4- i/tz/^'-h iAxx'z'-\- i/itx'y = o ; 



Soit P = o l'équation sous forme abrégée du plan normal ; P + dP = o 

;elle du plan normal voisin, et ces deux équations représentent Taxe 

:rcle osculateur; la seconde peut être remplacée par dP = o, combi- 

dP 
n des deux équations, ou par — = o : c'est Féquation (4) du texte. 
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l'équatioD (7) prend alors la forme auiTante po^rlectlcol 
du rayon de courbure R : 

Si nous posons, pour abréger, 

/it*'* -+•/«/• -4-/at-»'« -h a/„y -s* 

4. a/tt-s'a/H- a/«j^V= ^(a/,/, V), 

nous pourrons écrire ainsi l'équation précédente 

(76a) g = — ?(«',/f«'). 

Pour trouver les rayons de courbure principaux, il suffit de 

calculer le maximum et le minimum de ^ quand on fait varier 

la direction af^ ^, îi de la section normale. On a, pour It 
condition du maximum et du minimum, 

(8) o = g rfr'H- ^ rfy + g rf.'; 

les quantités x\ y^ z' sont liées entre elles par les relations 

(9) /i^'-+-/fy^-/j'5'=o : 
c'est la relation (G), et 

(10) a:'2-+-y«-4-4;'«=i, 
d'où Ton lire 

Si l'on applique aux formules (8) et (i i) la méthode des 
multiplicateurs, on obtient les trois formules 

âo 

^, -+-X/i-4- [^«'=0, 
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i A et |JL désignent deux paramètres à éliminer. En éliminant 

{JL, x' , y, z' entre (7), (9), (10) et (ta), on a l'équation qui 

N 
il connaître le maximum et le minimum de -^\ pour obtenir 

résultante, nous éliminerons d'abord \ en multipliant la 
emiùre formule (12) par x' ^ la deuxième par^, la troisième 

r ;;'; en ajoutant et en ayant égard à (7), (8), (9) et(io)j on 

a N 2 N 

-^ — [jL = o, OU [JL = -^» En remplaçant alors dans (12) 

par cette valeur et y^» ,■,> ~ par leurs développements, 
lis en divisant par 2, on trouvera 

/■3I ^'-4-/35/-^ (/33 + -^ j ^'-^ î X/s = O, 

\ /ia^'-+-/îy-^/3-'=o. 

1 éliminant jc', j-', z' ^ \ on a l'équation aux rayons de cour- 
ire principaux 



^) 



I) 



Al / 



/i 



12 



11 



N 
R 



As 



A 



N 



/as -+- T7 /: 



= o. 



/si Aï ys3-T- 77 y 3 

/i /î /» o 

Une fois connu, les équations (i 3) feront connaître x\y\ z\ 
îst-à-dire les directions des sections principales. 



. — Discnssion de l'équation aux rayons de courbure principaux. 

Théorème I. — U équation (i4) clux rayons de courbure 
incipaux est du second degré, elle a ses deux racines 
elles {si la sur/ace /= o est réelle). 
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rdalifè aax élémeiits qui n^appartmiaent pas i la d^sière 
ligne et i la dernière colonne sont nuls (an moins dans tonte 
surface réelle). 
En écrivant toutes ces conditions, on tire 

V 

1 

V«/./n ~/l (/» + 5) -/I (/« + r) = o, 
a/t/t/u -A (/il -♦- g) -/î (/m -^ g) = O' 

%fiftfit -f\ (/m -*- r) -/!(/»«+ s) = ». 
/!/« -/i/t/i. -A/ï/i. -4- (/.i -♦- J)/./. = o, 

/I/m -ftftfn -ftfxfu + (/« + r)/./i = 0, 
/!/« -/«/i/m -ft/tftt -H (/m -»- sj/i/t = o- 

Si «ucime des dérivées /i , /a, /i n'est nulle, l'élùninstio*^ 
de K donne 

(/i/i / 1> -•"/i/j/ii — /i i/j/» — / î/j« ) 



(17) 



/./ 



S 



(l8) { = -^ (/,/3/,.+/./l/.3-/«/l/,-/î/l3) 

seulement. Et ces équations peuvent encore s'écrire 

( nu -/? (/l3/« -+-/!«/») -+-/l/t/3/ll 

i =/î/lJ— /!(/îs/l-i-/l8/t)-+-/l/f/3/33. 

Si l'une des quanti tés /«,/2, /s est nulle, /i par exemple, ei 
vertu de la quatrième équation (17), il faudra que l'une de 

quantités /2, /a soit nulle, ou que/n 4- ^^ = o, et l'on devrs 

reprendre le système (17) tout entier pour en faire la discus- 
sion. 
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Il est facile de voir que les points où les deux rayons de 
irbure principaux sont égaux sont des ombilics, d'abord 
ecteinent au moyen des équations (i8) qui se réduisent à 



pq l-^p^ i-^q* 

lélerminent les ombilics (p. 42 1 ); ensuite en observant que, 
es deux rayons de courbure principaux sont égaux, l'indi- 
rice est circulaire, et il existe une sphère osculatrice. 
^cs équations (19) permettent de compter les ombilics 
ne surface de degré m. En eflet les ombilics de la sur- 
2/= o sont à Tinterseclion de la courbe (19) et de la sur- 
e/=o; la courbe (19) est elle-même l'intersection de 
IX surfaces de degré ^m — 5. Il y aura donc {^m — ^Y ni 
nts d'intersection; mais tous ces points ne sont pas des 
bilics. En effet, les équations (19) sont satisfaites pour 

( /i ^ o et /î/i3 -+-/3/12 == o, 
/î = o et /s/, j -h/i/iz = o, 
/3 = o et /i/js -+'/i/n = o, 

n que Ton puisse toujours supposer qu'en un ombilic on 
it pas/, = o ou/o ^=- o ou/3 = o au moyen d'une transfor- 
:ion de coordonnées. Or les équations (20) déterminent 
la surfacc/= o 

3 m {m — i)(2m — 3) 

nts qui ne doivent pas compter parmi les ombilics; il reste 

ic 

m{im — 5)* — 3m(m — i){im — 3) 

nts qui pourront être des ombilics. En faisant le calcul, 
constate qu'une surface d'ordre m peut avoir au plus 

m{ lo/n' — a5m -f- 16) ombilics. 

ir /?? = 2, on trouve qu'il y a 12 ombilics. Les ombilics 
surfaces du second ordre sont donc au nombre de 12 
îvidemment aux extrémités des diamètres conjugués des 
Lions circulaires. Vérifîons-le. 



CHAPITMB Tb 



CoHidérOBB l'dUpBitf de r^rétenté pw l'Aqtutioa 
a^ ^ jfi 

L« fonnnlM (19) appliquées à ce cas donnent 



0*6»<!» 



" é»a»c*' 



et il Mmble ^'il n'y ait pas d'ombilics, les golaLionsT=o, 
^ = 0, « ^ o ne devant pas nécessairemeot compter. Uni 3 
faut examiner te cas où ^i := et avoir reconrs alors à looia 
les formules (i'). Si l'on y suppose x = o, elles doDDcat 
N « .a» — c> .«» — ** 

_ = „_, _y._^_^^___=o. ...: 

c*e*t la solution connue. 

X. — Snite de la discussion précédente. 

Si, dans l'équatiOQ (i4) qui fait coouattre tes tvjvu 
de courbure principaux, on suppose /=ç(i,^-)— a, eB* 
devipot, après uvoir été développée, 



(ïO 



. + : [(, + y>j. 



H{T-V /.')/]+/•(- 



N représentant iciv'i + p' -\- '/'■ Le produit des courburw 
principales est donc — j^^ — ■ Si donc rt — j*=o, l'une de* 
courbures principales est nulle, l'un des rayons de courbnr* 
principaux est infini; il en résulte que, dans les surfaces 
développables qui sont caractérisées parla relationr( — î'=û, 
un raj'on de courbure est infini. Si le plan tangent touche u°^ 
surface suivant une ligne, le long de cette ligne, on a rf — ('=" 
(p. 3og) et un rayon de courbure le long de cette lignée*' 
infini; de pareilles lignes sont ce que l'on appelle des lig"^ 
de pointai paraboliques, les points 06 l'on art — j' ;= éia"' 
ce que l'on appelle des points paraboliques. 

Revenons à l'équation (i4)- Le terme indépendant de R^' 
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3 déterminant 0; en l'égalant à zéro, on obtient les points 
paraboliques, et, s'il est identiquement nul, la surface est 
éveloppable. 

Il est facile de voir que la relation = o est équivalente à 
équation 



/.. 


/.. 


/.. 


/u 




/.. 


/« 


/« 


/« 


--0, 


/m 


/« 


fz% 


/u 


/*. 


A. 


/« 


/*» 





btenue en égalant à zéro le hessien de la fonction /rendue 
lomogène par Tintroduction de la variable t. 

Pour le prouver, il suffît de multiplier la première colonne 
u déterminant 6 [formule (i5)] par j:, la seconde par j', la 
roisième par 2, la quatrième par m — i et de retrancher 
\ somme des trois premières de la dernière, laquelle aura 
lors pour éléments (/*u, //21, tf^k^ tf^. Multipliant alors la 
crémière ligne par x^ la deuxième par^', la troisième par >s, 
a quatrième par m — i et retranchant la somme des trois 
premières de la dernière, on obtient le hessien de/. 

L*équation 6 = détermine sur la surface /:= o une ligne 
le points paraboliques, est de degré 4('W — 2) : la ligne 
les points paraboliques est donc de degré ^m[m — 2); il 
l'y a donc pas de ligne de points paraboliques sur les sur- 
aces du second ordre non développables. 

La ligne des points paraboliques sépare en général la sur- 
ace en deux régiohs : sur l'une la surface est à courbures 
apposées, sur l'autre elle est convexe. 

Pour que deux rayons de courbure soient infînis, il faut 
[ue l'on ait non seulement = o, mais encore 



de f)e f)e 

-H -.'TT- = o. 



(if II ' f^/ii à/33 

-^eite équation est de degré 3m — 4? l'équation := o est de 
'egré 4(/w — 2); par suite, il y a, sur toute surface d'ordre m, 
^{m — 2){'6m — 4) points où deux rayons de courbure 
^nt infînis. 



444 CHAFITll Tl. 



XI. — naeiistioa des éqiuttioiis qjtà font cmuuitM lit tartou 

prindpalat. 



Ces équations sont [(i3J du § VIII] 
(I) (/ii-H 5)«'-H/„y-H/,t^'-H i X/t = 0, 



(3) 






(4) /i«'-f-/,r'H-/«^'=o. 

Si Ton appelle R et R| les rayons de courbure principam, 
^\ y y ^ c^ ^n ^n -•i '«* valeurs correspondantes des 
cosinus directeurs des tangentes aux sections principalest 
Xy Yy Z et X|, Y|, Z| les coordonnées des centres de cour- 
bure principaux ; on aura d'abord, en multipliant (i), (i), (3) 
par x\^y\^ z\ et en ajoutant,. 



OU, en vertu de (4), 

il = -^{x'x\-^yy\^z'z\), 

Q désignant une fonction du second degré de x', y, ^ ^^ 
x\ , y\ , z^ ; on trouverait d'une façon analogue 

11 faut en conclure, si R^R|, 

(5) Û = o, x\x -\-y\y-\-z\z=o\ 

ce qui prouve que deux sections principales, en un point ou 
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es rayons de courbure principaux sont inégaux, sont tou- 
jours rectangulaires. On a 

l'où 

R R 

Dn en déduit, en vertu de (4), 
x'd\-\-yd\-\-z'<rL 



e,S 



) ^x'dx^ydy-\-z'dz-\- ^(x'df^-^ydft-i-z'dfz)\ 

>r de (i), (2), (3) on tire aussi, en les multipliant par rfo:, dy^ 
iz et en les ajoutant, 

N 
x' dfx-^ y dfi-^ z' dji-^ |j ^'dx-^ydy-^z'dz)=^o, 

R 
luette équation multipliée par ^ et ajoutée en croix avec (6) 

lonne 

ar'rfX -+-/ ûTï -+- ^'éfZ = o; 

-e qui prouve que le déplacement rfX, rfY, rfZ effectué sur 
elieu des centres de courbure principaux est perpendiculaire 
t la tangente à la section principale ; le plan tangent au lieu 
'es centres de courbures principaux est perpendiculaire à 
ette tangente, et, par suite, il coïncide avec une section 
principale; ainsi : 

Le lieu des centres de courbure principaux est Venve- 
^ppe des plans des sections principales. 

Cette propriété rappelle celle des développées. Mais Tana- 
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logie est loin d^étre complète, car une surfiioe qudâMMpe ii 
peut pas être regardée comme le lieu des eenties de ooi^ 
bore d'ane autre surface. 

En effet : la surface à deux nappes lieu des eetUm es 
courbure d'une surface donnée doit jouir de cMe pr^ 
priiii que, de quelque poinê de V espace q^àon taxegarià^ 
les contours apparents des deux napp^ sembtenise coe/et 
à €Uigles dbroiis. 

Pour le prouver, plaçons l'œil en un point quelconqae el 
considérons la normale à la surface passant par VmSÏ\ dens 
plans principauiL passant par Tcsil toucheront la mirfaee fies 
des centres de courbure et seront les plans tangents au ctee 
circonscrit mené par Tosil considéré comme sommet de ee 
cône. Ce cône se composera donc de deux nappes ortbogo- 
nales, ce qui démontre le théorème énoncé. 

La recherche du lieu des centres de couiirare prindpsBz 
d'une surface présentera, en général, de grandes di£Gcaltés; 
mais il sera facile de trouver son équalion langratidle} 
comme nous le verrons sur un exemple. 



XII. — Sur une propriété de mazimom relative aux rayons 

de courbure. 



Cherchons le maximum et le minimum de la distance d'un 
point (a, p, y) à une surface. Soit {x^ y^ z)\e point de la sur- 
face répondant au maximum. Pour ce point la différentielle 
de (x — a)2 4-(jK— ^Y -{- {z — y)* ^^^^ ^^^e nulle, et Ton a, 
en égalant à zéro les deux dérivées de cette expression, prises 
par rapport k x ely^ 

si Ton regarde a, p, y comme des coordonnées courantes, c^^ 
équations représentent la normale en x^y^ z; donc la soli^' 
tion s'obtient en menant par a, p, y une normale à la su ^ 
face. Mais discutons la solution et formons la différentiel-- 
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econde de {x — a)^ + [y — p)2 -\-{z — yY ; elle est égale, 
un facteur positif près, à 

laçons l'origine en x^ y^ 5, et prenons pour plans de coor- 
onnées les sections principales et le plan tangent en ce 
oint; on aura ^ = o,/? = o, «jr = 0, 5 = 0, etTexpression (2) 
eviendra 

(i— r^)dr^ -^{\ — t^)dy^, 

'our que cette quantité conserve le même signe, il faut que 
I — ï^)(i — '^t)>o. Or r et t sont les inverses des rayons 
e courbure principaux; en appelant R etR' ces rayons, on a 
onc 

») (._l)(,_l)>o; 

î R et R' sont positifs, on doit trouver 

(ï-R)(ï-R')>o. 

ar suite, pour qu'il y ait maximum ou minimum relalive- 
lent à une surface convexe, il faut que le point donné ne 
:>il pas compris entre les centres de courbure principaux, 
î R et R' sont de signes contraires, la formule (a) revient à 

(Y-R)(t-R')<o; 

onc, dans le cas d'une surface à courbures opposées, il faut 
ue le point donné soit compris entre les centres de cour- 
ure principaux pour qu'il y ait maximum ou minimum. 

Les centres de courbure peuvent donc se définir : des points 
our lesquels la différentielle première de 

^t nulle et pour lesquels la différentielle seconde est un 
^rré par/ait (p. 346, t. I). 
Ils sont donc fournis par la formule (i) d'une part, et par 
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la fommle obtenue 
donne 



CaAMTU Tl. 

écmant qs^ (a) 



eA mcHi^ceqp 






or on as — y= -7 

Mire prineipanx est donc 



::: ^éqoationanxnJOBsdecoi^ 



('^-/f 



iR 



-+-J>*-h^ 






( 



I-+-Ç»- 



fR 



l/i-f-^-Hç» 



)- 



Cette équation développa devient ideatiqae i edle qne nom 
avons trouvée plus haut; mais sous cette foroÈe dk se prtte 
mieux à la discussion. 

Veut-on prouver, par exemple, qu'elle a ses racines r£dles, 
on récrira ainsi, en posant i -+-/>*-+• ^* = N*^ 

N 

substituant alors dans le premier membre, à la place de Wi 



00 



1 -+-/?' 



1-t- q^ 



00 



on trouve les signes suivants, en observant que (i-h/^') 
(i H- y2) — p^q^ oa I -4-/?^ + y^ est positif, 



Donc 



; et j peuvent servir à séparer les racines qu» 

sont toutes réelles. Pour que deux racines deviennent égales, 
il est nécessaire qu'elles deviennent alors toutes deux égales a 

z et à r; on doit par suite avoir 



14-/?* I-h^' 



N 
R' 
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^is Téquation (3), dans cette hypothèse, donne 

a donc en un point où les rayons de courbure sont égaux 



l-hp* pq 1-+-^* 

il rêquation aux ombilics. 



Xni. — Sur nue forme remarquable que Ton pent donner 
à réqnation anz rayons de courbure. 

leprenons l'équation aux rayons de courbure 

N* N 

^ -^ ^ [d -H ç*)/* — a/?^* H- (I -+-/?*)/] -H r/ — x« = o 



I I (i-\-g*)r — 2pgs-^(î •^p^)t rt — *« __ 
3nt a, ^, Y les cosinus directeurs de la normale, alors 

par suite, 

dn _ r{\-\-q^) — pqs d% __ sii-^- q^)—pqt 

di'^ N» ' ^" N» ' 

d^ _ t{\-\'p^)-'pqr (^3 _ <(i-^/>») — />y^ . 

oefiicient de ^ dans (i) est donc 

dx dy 
L. — TraUé d'Analyse, II. ag 



^^M 


■ 


■ 




^ 


t>o 




CH 


«.riTKB Tl, 




p'.iikur. «Il 


rouvo 






^P 














1 


Kl -H 


p*)~P9r 1 


1 +»•)-«'] 
i*/")-»'! 




, 


r t 1 


Il 4- 7» - 


-M 1 "-^. 




~ s* 


1 1 


1 -/>7 1 


-;.■ r !«• 


lVq«Bllon(i; 


peut 


donc a 


'rfcnrc 90U9 


la forme renuTT 




i\> • 


It \rf.r 


d3\ d(. 


r) 


m. - 


ApplluUoQ 


aui snrfacsR dn lecond orâre- 


(^Dkidârant U atirrnctt 










A*»- 


B/«^Cb' = 


,. 












pour cdtr Hi 


rfnce. 


l'ôqua 


i.)n an» raj 


ons de courlinre 


ci|..n. »\Vr 











11/ Cs 



Celle équation développée devîeot 

{I bù) ^ + ^[{A + B + C)Ni- (A<*' -4- B'^»-f- G»«»J] A 

On peut écrire celte équation autrement. En efTet, c 
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idérer comme résultante de 



(A-+- ^ j X -^ Ax = o, 
XAiT-f-fxB^H-vC^ =o, 



donne 



A«a?« B«v« Cî5« 

-' ' = o. 



, N ' N • N 

A-^^ B-^- G-t-^ 

appelle v la corde normale passant en x, j', 2 et p^ 
on de la normale comprise entre le point (j:,j', -3) et le 
3s xy, on a 

_ ^ 2N3 

N 
P^= G' 

tion (1) peut alors s'écrire 

_L 1 /^ A-t-B-4-G . 2\ AB _ 
R*"^rV"" Gpc -Ty/'^G^-'^î 

déduit; en appelant R' et R*' les deux rayons de cour- 
rincipaux, 



I I A -h B -+- G _j_ '2 I 
H' ' R' Gpc V R'R" 


AB 


I AB R'» 
R' = G3R'3 ^" R' =const., 





hyperboloïde qui a trois génératrices rectangulaires 
-T- C= o, et Ton a 



I ï _ * 



/ 
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La corde oomale esl alon 
rqrcMis de o mAur t princqpno* 

Le Ueii des pomU oà |r m ime vatear 
«l«««tï=Xd«(a).c<pido-e 



By Çi^ ^ 



As«« 



A— X B— X C— 1 



ls\ 



On peol donaer i cette équation 
la combinant avec cdle de la snriMe 



A«j^ A«a^ B«y« B> 



A-X 



B 



''r* gy 



c*^ o^ 



c-i 



= — Il 



Xà^ XBy* XCj<> 
A — X'*"B — X"*"C— 1 



— I 



on encore 



I 
A 



I 

X 



I 
B 



I 

î 



I 



I 



= 1- 



Cette équation représente une surface homofocale avec It 
surface proposée. Elle découpe sur la surface proposée une 
série de lignes que nous retrouverons sous le nom de lignes 
de courbure. 

On peut observer que, en vertu de (i bis)^ on a 



I nr 



R'R 



ABC 



et; par suite. 



R^X* 



¥ - -<^) 



R' 



R'» 



Le long d'une ligne où ^ est constant, on voit que -^ sert 

constant. Ainsi, le long d'une ligne de courbure, le qufh- 

R'* 
tient -^ est constant. 
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X¥. — Surface lien des centres de conrbnre de Tellipsoîde. 

Pour trouver le lieu des centres de courbure de Fellipsoïde, 
pourrait faire usage des formules qui précèdent, mais on 

client le résultat sous une forme plus élégante comme il suit : 
Laiderons Pellipsoïde 

jr« y» z^ 

a* 6* c* 

ipons-le par la sphère 

[réquation générale des surfaces du second ordre passant par 
]rinterse€tion sera 

et, pour que cette surface soit conique, il faudra écrire que 
Ton a à la fois 






= X 3t, 



A y Q Az 



Y» 



R»-+- «(a: - a)-4- pC^' - 3)4- y(;: - y)- X =o; 
et l'on éliminera x^y, z, ou plutôt x — a,^ — p, ^ — Y entre 

a(a? — a)-f-P(^— P)-h y(^ — y)-*- R* — X =o, 
ce qui donnera 






oa bien 
(3) 



X 



-h...-+- R*— A =o 



«« 



?' 



T* 



R« 



a«— X 6« — X c=î — X 



= I 



[ ifii ClAriTkB VI. 

f D'un autre cbli, si l'on cherche l'expression du raroa de rw 
' bure p de l'ellipsoïde (i), on trouve qu'elle est donner pai 
formule du piiriigraphe précédent 

ir* y* s* ^ 

ai_o,tî! 6»_6*îlî c«_«»5 

Si l'on comhinc cctlo équation avec 



on trouve, en relranchnnt membre à membre. 



Sop{Kiion) oitintenant R =: p ; celte équation deviendra 

(ît it "'" ~'~it "' ït ^ n =°' 

" N * N "■ N N 

d'ailleurs on aura 

- —^^ — îL(i—^\ 
' ~ * N a' ~ a' V" N / ' 

L'équation (3) donnera alors 



et l'on peut voir que cette équation est salisFaite par ^ = 
en etTel, son premier membre devient 

î! + f H- 5! _ X ("î! + 1' + f-'U »N- 

<ji 61 c» \a* b^ cV ' 

c'est-à-dire égal à l'unité, en vertu de (i) et (4)' 
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On peut s'assurer également que les dérivées de (3) 

Qt» ^ 3« . __ï!__ 5! - 

g» p« Y^ R« _ 

(aï — X)» "^(6«-Xj»'^(c« — X)» ■^""Xî ~^' 

R 
sont satisfaites en prenant X = :j^; dans cette hypothèse, elles 

se réduisent en effet à 

^' y^ ^* ïvi. 

a* o* c^ 

^ ^i^Tx "^^ Ô^ITX "^^ ^nix "^ y "^'' 

la première est la définition de N^, la seconde combinée avec 
la première donne 



[a^-l "*"X/ 



— I — r- •+■ - I -+-... = 



H : :- = O 



ou 

ar' I J'* i 

c'est l'équation qui définit les rayons de courbure en x^y, c, 
quand on y remplace 'k par j^« 
Ainsi donc : 

Pour Ironiser le lieu des centres de courbure principaux 
de l'ellipsoïde, il suffit de chercher son intersection avec 
la sphère (i) et d'exprimer que l'équation (3) a une ra- 
cine triple : le centre de la sphère ainsi déterminé sera 
sur la surface cherchée. 

Appliquons ce théorème : appelons \ [jl, v, p les racines 
de l'équation (3) pour des valeurs données de a, p, y, R; 
cette équation peut s'écrire 



aî(6î — X)(c« — X)X 
^Rî(aî — X)(^>s — X)(c'- X)=X(a« — X)(6î — X)(c*— X). 
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Le prodnil Xpp des racines de cette éqiialioii esl igàï 



cm s donc 



R*a*6*d>; 






Si Ton ckange af — X en V, la même équation {3} pmài k 
forme 



I! 



2î^^ _^___ 



Yi 



R* 



t; 



en chassant les dénominateurs et en écrivant que le piodsit 
des racines est (a* — ^)(a' — Ja)(«* — >')(<»* — p)» ^^^ ^'^^"^ 






(a*-.6*)(a« — e«)a« ' 

(c«-X){c*- j*)(ct- v)(c«-. p) 



((;«_a«)(c«— 6»)c« 



__ Afxvp 



a«6>c« 



Prenons jjl = v = p et les équations suivantes feront con- 
naître les centres de courbure de l'ellipsoïde, ainsi que le 
rayon correspondant, 



a* = 
R 



_ (a'--X)(a«— tx)» 



(ai — ^>ï)(a»- 









Cette méthode est de M. Darboux. 
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XVI. — Coorbore des courbes tracées sur nue surface ou tbéorème 

de Meusnier et ses conséquences. 

Proposons-nous de trouver le rayon de courbure d'une 
courbe tracée sur la surface 

L'équation (i) sera Tune des équations de celte courbe; 
quant à l'autre, nous ne l'écrirons pas. Le centre de courbure 
de la courbe se trouve : i" sur l'axe du cercle osculateur, 
lequel a pour équations 

!{X — x)dx -h(Y— j)cÇ^ -i-(Z — z)dz = o, 
(X — x)d^x -^{Y -'y)d^jr -k-{Z — z)d^z = ds^; 

2° sur le plan osculateur. Il est inutile, je crois, de rappeler 
que les équations (2) sont celles du plan normal et celles du 
plan normal infiniment voisin, dont on a retranché la pre- 
mière. Les formules (2) jointes à l'équation du plan oscula- 
teur feront connaître les coordonnées X, Y, Z du centre de 
courbure. 

Mais ce n'est pas encore là que nous voulons en arriver. 
La première équation (2) est celle d'un plan passant par la 
normale à la surface : celte normale rencontre donc l'axe du 
cercle osculateur; cherchons le point de rencontre en ques- 
tion. Les équations de la normale sont 

X—x Y—r Z—z p 

p désignant la distance du point de rencontre au point 
(j:, j', z). Si l'on élimine X — x^Y — jk, Z — z entre (2) et 
(3), on trouve : 

1° L'identité 

(4) fidx:-h/idf-h/^dz=o; 



I «' 



4S8 

. a* La fammle 



CBAriTmi ft. 



(S) 



aa 



(«) 



^ (Jt^m -h'/t^^jr -hfid^*}^^ 



é^ 



Or, mi différentitiil (4)i on a 



ptr suite, (6) affecte là forme 



(%bu) 



d^ 



en d'antres termes, p ne dépend pas de €Psj d^y^ «Pst 3 ^^ 
dépend qne de dx^ 4K9 ^« Donc : 

i^ €Mpef des cercles oscukueurs de toutes tes courbes 
tracées sur la sur/ace et possédant la même tangente en sA 
rencontrent la normale à la sur/ace en M, au même point, 
qui est évidemment le centre de courbure de la section nor- 
male passant en M suivant la tangente considérée. 

Fig. 38. 




Soient 

MT la tangente; 

MO la normale à la surface; 
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CO l'axe du cercle osculateur d'une courbe dont CM est le 

rayon de courbure; 
O sera le centre de courbure de la section normale et l'on 
^ura, en appelant y l'angle que le plan osculateur de la courbe 
fait avec le plan de la section normale, 

MC = p cosy. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème de Meusnier. — Le rayon de courbure d'une 
courbe quelconque tracée en un point d^une surface est la 
projection du rayon de courbure de la section normale 
passant en ce point sur le plan osculateur de cette courbe. 

Corollaire. — Le rayon de courbure d^une courbe 
quelconque tracée sur une surface est égal à celui de la 
section faite par son plan osculateur dans la surface. 

Il est facile d'en conclure que le lieu des centres de cour- 
bure de toutes les lignes qui passent par un point donné 
d'une surface est une surface du quatrième degré dont les 
sections normales sont circulaires et dont l'équation est 

Ri et R2 désignant les rayons de courbure principaux en x^ 
y^ z. Cette surface est, bien entendu, osculatrice de la sur- 
face proposée. 

XVII. — Théorème de Hachette. 

Nous représenterons la courbure d'une courbe par une 
droite numériquement égale à celte courbure et portée sur 
la normale principale. Les composantes de la courbure seront 

Considérons une courbe tracée sur deux surfaces 

/•=o, F=o; 







*(î)- 






-"•* 



X.T,«l».».^M^Mjeh [■■I.L,«.p«»n*g« 

«■ Ir ÎLMI1 par 3 cl 4^ k« liiwi da s«<oad dcçi^ ea y. /• 
2 ^ «Btiim dos Ici (oflvalcs pK<cd«nles- On a dVUeoi^ 



■le CCS msù fonaaie» oa dic 



'.f. -.' -'.F,- 



--</,F,-/,r,. 



^|>fN»«a5 iiac. dans cdtc formalc. oa rcmpbce F{;, r,, ^i 
(MT \; — X F, — ^^ — » Fî^^ — 3 'Fj, c"esl-â-dire que 
Toa Knpbc« U sai^cc F ^ o par $oo plan ungent ; en appe- 
lant Xf U valcar qae pcvad X, il tiendra 



'-.'«fj— /»F.> — --- 

- — vY,-» /;>♦ 
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On en conclut 

Cette formule et ses analogues montrent que : 

Théorème de Hachette. — La courbure d*une courbe 
^^acée sur deux surfaces est la résultante des courbures 
^es courbes d* intersection de chaque surf ace par le plan 
Rangent de l'autre. 

XVIII. — Des points singuliers des surfaces. 

On appelle points singuliers d'une surface les points pour 
lesquels le z ne peut être supposé développable par la formule 
<le Taylor, quelque petits que soient les accroissements de 
o?,^, et cela même après une transformation de coordonnées ; 
c^esl-à-dire qu^en un point singulier les dérivées du z sont 
indéterminées, infinies ou discontinues. 

Nous ne nous occuperons ici que des surfaces dont l'équa- 
tion est de la forme 

/(^,7» ^) = o, 

y désignant une fonction toujours développable par la formule 
de Taylor pour des valeurs suffisamment petites des accrois- 
sements de Xj y^ z. Les surfaces algébriques sont dans ce cas. 

Nous avons vu que, si t^ > ^. > i^ n'étaient pas tous trois nuls, 

le lieu des tangentes en ce point à la surface était un plan, et 
nous avons déclaré singulier tout point où l'on avait à la fois 

àf àf àf 

~ =0, — =0, 3^=0. 

dx ^ dy àz 

Théorème I. — En un point singulier y le lieu des tan- 
gentes à la surface est un cône du second degré, si toutes 
les dérivées du second ordre de f ne sont pas nulles. Sinon 
le lieu sera un cône du troisième degré, à moins que toutes 
les dérivées du troisième ordre ne soient nulles, etc. 



• » 



Eq ^fet, l'équation d'une tangente est 

X-^m 1-y Z—x 

w ~ïJ5~~ «^ "~ar' 

ds^ cf/i €b désigMnl trais qoftnliléi infinitégimalet iiéet crtit 
diet par la idatioii 

* 

oli/(X|^, «} = o. Si donc ^» ^> ^ sont nuis, on a» pirlt 
fbnniilfi daTkylor, 

«I désignant des termes dn troisième ordre, que Ton peat 
n^^iiger. LMUmibation de tÙDp dy^ dM oitre cette fomide e| 
(i) donne le lien des tanfmtes 

ce Heu est un cône du second degré, et ron voit sans peine 
qu^il serait du troisième si toutes les dérivées secondes de/ 
étaient nulles. 

On appelle points doubles tous ceux pour lesquels le lieu 
des tangentes est un cône du second degré; points triples 
ceux pour lesquels le lieu des tangentes est un cône du troi- 
sième degré, etc. 

Nous voyons que, pour qu'un point soit un point simple 
d'une surface, il faut une condition 

/=o; 

pour qu'un point soit double, il faut 4 = i + 3 conditions 

/ = o, 

^=0 ^-o ^-o- 
dx^""' dy-''' dz-''' 
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qu'un point soit triple, il en faut i -|- 3 -f- 6 = i o : 

/=o, 





àf 




àV 


àyàz - °' 





général, pour qu! un point soit d'ordre /?, il faut 

,.^3-f-6H-...^ />(/>-^.)^ />(/> + .)(/> + a) 

2 6 

isi assujettir une surface du second degré à avoir un 
double en un point déterminé de l* espace, c'est l'as- 
tir à quatre conditions ; donc les cônes ayant leur som- 
lonné ne peuvent plus être assujettis qu'à cinq condi- 
ce que l'on savait. 

pposons que l'on prenne pour origine des coordonnées 
)int d'ordre de multiplicité/?; l'équation de la surface 
ra la forme 

O—fp-r- fp^\ -\- fp4r\ -H . . . , 

signant un polynôme du degré /> en x, j', z\fp^s un 
ôme du degré /? -4- i , .... Le cône des tangentes à l'ori- 
lura pour équation 

fp = o- 

upons la surface par la droite 

a: = ap, 7 = ?p, z = yp, 
aurons 

o=pPfp(^. p, Y)-+-pP-^«/p^,(a, ?, Y)^.... 
tte équation a/> racines nulles; donc : 

ÉoRÈME II. — Toute droite passant par un point 
Ire p doit être censée rencontrer la surface en p 
s coïncidents. 
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Cependant, si Ton 9l fp{a^ % Y)^^^> ^^ 
droite est une génératrice du eâne iamgemi, efii mt 
contrera la sur/ace enp-^-i pointe coUmdemtM, emVbfÊr 
lion en p aura p 4- 1 racines nulles. 

EnfiUf si l*on a à la fois 

L'équation en p aura p+ a racines naUes ; dose «teste 
$ur le cône tangent p(p + 1) génénUrtees reneominadk 
êwrfojce enp-h % points confondus en un smsL 

En particulieri les tangentes en un point sitnpêe rmoÊr 
trant la surface en deux points confondus, deux tmm 
elles rencontrent la surface en trois points confondes. Ce 
sont les asymptotes de rindicatriee. 

Ainsi les a^mptotes de V indicatrice sont des AwÊetm- 
culatrices, ayant açec la surface un contact du dew^tm 
ordre* 

Il pourra enfin arriver que Téquation f^^^ = o wèanM 
des solutions de fp = o, fp^% = 0, et, dans ce cas [ettÊf- 
tionnel, il ne faut pas Toublier), certaines tangentes pourroat 
rencontrer la surface en plus de p -{- 2 points. 

11 va sans dire que les plans passant par un point multiple! 
d'ordre p couperont en général la surface suivant des 
courbes présentant des points multiples iT ordre p. 

Supposons qu41 s'agisse d'un point double, le cône des 
tangentes sera du second degré : 

I " Le cône des tangentes est un cône réel ou imaginaire 
proprement dit. 

Le point multiple est alors un point conique, si le cône 
est réel, ou un point isolé, si le cône est imaginaire. 

2" Le cône des tangentes se réduit à deux plans diS' 
tincts. 

Le point multiple est dit point double biplanaire. 

3" Le cône des tangentes est un plan double] alors 'e 
point est dit uniplanaire. 

Lorsque le cône des tangentes en un point est d'un deg[ré 
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sapérieur, on définit ordinairement la nature du point mul- 
tiple en indiquant la nature du cône en question. 

Il existe sur quelques surfaces des lignes singulières, le 
long desquelles tous les points de la surface sont singuliers. 
Pour quHl existe sur une surface une pareille ligne, il faut 
que les équations /= o de la surface et ses dérivées /i = o, 
/■jj = o,/3 = o aient une solution continue. 

Une ligne singulière est une ligne double, triple, . • • , 
quand elle est Tintersection de deux, trois nappes de la surface. 

XIX. — Points singuliers des courbes gauches. 

Considérons une courbe gauche définie par deux équations 
algébriques 

Cl) '^{X, Y, Z) = o, ^(X, Y, Z) = o. 

Transportons Torigine au point (x, y^ z) de cette courbe, et 
posons 

les équations (i) et (2) deviendront, en leur appliquant la 

Tormule de Tayloreten observant que ç(:r,jKî 5)ettj>(x,jKî z) 
sont nuls, 

] ôx OY àz 

. I bis) \ 

ui et TîT désignant des termes du second ordre en Ç, Tj, Ç. Si 
l'on fait Ç = pa, t^ := pp, Ç = py, a, p, y désignant les pro- 
jections de la longueur un, portée dans la direction Ç, v^, Ç 
Sur les axes de coordonnées, on a 

(ôo - do do 

L. — Traite d'Analyse, II. 3o 
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« 

ci>i et V| désignant des quantités finies pour p = a- 0»ém 
équations font connaître les coefficients diiec^eors de k ii- 
cante issue du point {x, y^ %) et tenninée à un point qui- 
conque ^ + i» ^ + 7^) js + Ç de la courbci et, quand mi V^ 
converger p vers zéro, les équations 

(3) ■ ^ 






font connaître les coefficients directeurs de la tangente à h 
courbe, à savoir 

^^<>«> «.^(^,^^ P-^(*,*) ^•c>(ar,r) 

En général, ces rapports ont des valeurs Inen déterminéesi 
et la tangente rencontre la courbe en deux points confondus; 
il n'y a d'ailleurs qu'une seule droite rencontrant la courbe 
en deux points confondus en x^ y^ js. Toutefois, la tangente 
pourra avoir avec la courbe un nombre de points communs 
en x, y^ z supérieur à deux : c'est ce qui arriverait si les va- 
leurs de a, p, Y tirées de (3) ou (3 bis) annulaient w, et hj,. 
Avant d'examiner le cas où les trois déterminants qui 
figurent dans (3 bis) seraient nuls, nous en supposerons deux 

nuls, pour faire observer que le rapport -^ est indéterminé; 

si Ton suppose, par exemple, a = p = o, la tangente à la 
courbe gauche est bien déterminée; mais, comme cette tan- 
gente est parallèle aux z^ sa projection se réduit à un point 
sur le plan des xy. On sait, en effet, que, dans ce cas, la pro- 
jection présente un rebroussement. 

Supposons maintenant que Ton ait à la fois 

a, 3, Y sont indéterminés et a-p + P 3^ "^ T? ^^^ ^S^^> à un 
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facteur près, àa^-4- Pt^+T?"' ^"> ^^ ''^'^ veut, on a 

dx ' dx dy ' dy ~~ dz ' dz 

les surfaces (i) sont tangentes, et Ton peut remplacer le sys- 
tème (2) parle suivant, obtenu en combinant les équations 
•de ce système par voie d'addition 



dx ' ây ' dz 
= p((D, — Xnji), 



?<»>ii 



ou, en divisant la seconde par p et en remplaçant (0| et gI| 
par leurs valeurs 

l dx^ ^^ dyôz 

TSJ2 désignant une quantité finie pour p = o. Si alors on fait 
tendre p A-ers zéro, on obtient en général deux équations 
limites qui feront connaître rfe^x valeurs des rapports a : ^ : y; 
nous sommes en présence d'un point double. 

Nous nous arrêterons ici ; on voit sans peine comment on 
devrait continuer la discussion, qui présentera de grandes 
difficultés dans la pratique, à cause des équations à plusieurs 
inconnues que Ton peut être obligé de considérer. Nous 
fixerons seulement l'attention du lecteur sur deux points : 

Ne doivent être considérés comme points singuliers dans 
les courbes gauches que ceux où les coefficients directeurs 
de la corde infiniment petite sont discontinus ou indéter- 
minés. 

Ainsi, la présence d'un point singulier dans la projection 
d'une courbe gauche ne décèle en aucune façon la présence 
d'un point singulier dans la courbe elle-même. Si, par 
exemple, une projetante parallèle à l'axe des z rencontre la 




-.*(£)-MS)'- 



î. L^ ttt^ -ie cnu«:! 4e OMrbvrc pri»cîp>aa& d'aac sorface déve- 
l;ff>*ÏM «^ b tviikce r«cu&iateip. 18$^ de m» arête de rebroDSse- 



3. 5-ji<at 

- U ':'>Drbare d'aae sarface dsKS bbc direciioa daanée; 



I r*n^le que celle direetioB fail «lec ja eonjo-oêe ; 

li Kt h' Ici nioBS <k coartwre principaDi de la surface, 

(Nicounàs, Complet rendu*; i865.) 

\. lJan4 l'hyperbololde dont lecûne asjmptoie possède trois gêné- 
TaiT'ii-.e.» (iirmiai un trJédre trirectangle, la corde normale est moyenne 
liarrnoni{[ue ealre les deux rayons de courbure principaux. 
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5. Trouver le lieu des centres des surfaces du second degré de 
révolution, osculatrices entre elles en un point donné. 

6. Trouver Téquation des surfaces du second degré, osculatrices en 
un point donné d'une surface et ayant un sommet au point d'oscu- 
lation. — Lieu des centres de ces surfaces. 

7. Étant donné un système de surfaces du second degré homofo- 
cales, trouver le lieu de leurs ombilics. 

8. Parmi les surfaces du troisième degré, y en a-t-il qui possèdent 
une ligne ombilicale, c'est-à-dire dont tous les points soient des 
ombilics ? 

9. Trouver les ombilics de la surface des ondes (p. 887). 

10. La surface des ondes a-t-elle des points paraboliques ? 

11. Etant donnée une fonction/ de trois variables a?,^, z coor- 
données d'un même point (fonction de point d'après Lamé), démontrer 
que l'on peut toujours prendre des axes de coordonnées, tels que la 

fonction ait en un point donné des dérivées . •{ > — ^> ^ . nulles. 

^ oyoz ôzux oxoy 

12. Par l'origine des coordonnées ou même des droites égales et 
parallèles aux rayons de courbure principaux d'un ellipsoïde, étudier 
le lieu des extrémités des droites ainsi menées. 
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